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Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg 
„Über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Gz“. 1 ) 

Erste Mitteilung, 



Von W. Fr. Mf.yer in Königsberg i. Pr. 



Im Folgenden möge auf den zweiten Zee manschen Satz näher 
eingegangen werden, einmal im Sinne seiner projektiven und 
»-dimensionalen Verallgemeinerung, sodann aber auch hauptsächlich 
hinsichtlich der mit ihm verknüpften algebraischen Identitäten. 

I. Der Zeemansche Satz in der Ebene. — Es liege ein Koordinaten- 
dreieck „ „ 

x i = 0, x k =» 0, x, =■ 0 (•. i.i= l. s. s) 

mit den Ecken A it A k , A, zugrunde; dessen Innenwinkel seien bezeich- 
net mit ihre Kosinus mit c { — c tl — c lt , ihre Sinus mit s t . Es wird 
der Ort eines Punktes P(x ) gesucht, für den die senkrechten Pro- 
jektionen P ( auf die Seiten des Dreiecks in einer Geraden liegen. 

Durch einen Punkt (x) eine Senkrechte («) zur Dreiecksseite x k •» 0 
legen, heißt diejenige Gerade («) durch (x) ziehen, die zu x { — 0 be- 
züglich des „ Kreispunktepaares 

(1) K s c n u\ + c sl «| + c M «| + '2c lt u k u t + 2c,,«,«, -p 2 c„«,m 3 - 0 

('.( - - » . <■/* - «*/ " c i = “i) 

konjugiert ist. 

Somit bestehen für die Koordinaten der Geraden (u) die beiden 
Relationen: 

(1) M ( c ti -f u k c tk + u, c„ — 0 , u t x, + u k x k + M, x, — 0 . 

Kür den Schnittpunkt P ( von (u) mit x ( = 0 wird das Koordinaten - 

3 $ — 

— -, also gemäß (1): 



Verhältnis -A 



( 2 ) 






Sollen die drei Punkte P. (t = 1, 2, 3) auf einer Geraden liegen, so 
muß das zyklisch genommene Produkt der drei Verhältnisse (2) den 
1) 8. dieses Archiv 11, 22ö — 238. 
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W. Fr. Meyer: 



Wert — 1 besitzen (und umgekehrt). Mithin beschreibt der Punkt (x) 
eine Kurve 3. Ordnung C 3 : 

(II) C t = (c ti x k c ik X|) (c kk x , c kl x k ) (c„ x, c lt x ( ) 

+ ( c u x i ~ c u x i) («*»*.• ~ <+*») (c„x t - c, k x^ = 0. 

Setzt man hier die Werte der c ein: c ki = — 1, c ik — c ki = (•,== cos «, , 
und entwickelt, so geht die linke Seite von (II) über in: 

(DI) C a = 2 x,x,.r s (1 + e, c,Cf) + 2x k (x| + x*) (e,+ c k c,) . 

i 

Nun ist nach den Elementen der Trigonometrie, da die a ( die Innen- 
winkel eines Dreiecks sind: 

(3) 2(1+ c^c,) — sj + s| + s* , c, + c k c, — s k s, . 

Damit zerfällt aber C s in zwei Faktoren, wie folgt: 

(IV) Cf = x,x f x, (s* + s* + •■?*) + ^x,.(x| + x?) Vi = 2 x eh ■ 2 x i x k s r 

I i / 

Wie bekannt, ist 2E x i s i = 0 die Gleichung der unendlich fernen Ge- 
raden g*, ' 2 x i x k s > = 0 die Gleichung vom Umkreise des Koordinaten- 
dreiecks. Sieht man also von den unendlich fernen Punkten als un- 
eigentlichen Lösungen der Aufgabe ab, so erscheint der Kreis als Ort 
eines Punktes P derart, daß, wenn man auf dem Kreise irgend drei 
Punkte A t , A t , A s markiert, die Fußpunkte der von P auf die Seiten 
des Dreiecks (A lt A 3 , A,) gefällten Lote stets in einer Geraden liegen. 

Da aber der Kreis durch drei Punkte bestimmt ist, so folgt daraus 
der Zeemansche Satz: „Liegen 4 Punkte in einer Ebene, von denen 
keine 3 einer Geraden aDgehören, und gehören für irgend einen der 4 
Punkte die Fußpunkte der auf die Seiten des von den 3 andern ge- 
bildeten Dreiecks gefällten Lote einer Geraden an, so kommt diese 
Eigenschaft entsprechend auch den 3 andern Punkten zu.“ 

2. Projektive Verallgemeinerung. — Für ganz beliebige Koeffizien- 
ten c ik eines Klassenkegelschnitts K in § 1 nimmt (II) die Gestalt an: 

(II*) Cf = 2 XjX,x, (CjjCjjCj, CijCja^i) 

+ 2 x ,( c n x l + <•„*;) ( c « c < I - c u C *|) - 

d. h der Ort des Punktes (x) ist eine nicht zerfallende, durch die 
Ecken des Koordinatendreiecks gehende Kurve 3. Ordnung C' s . Nun- 
mehr werde dem Klassenkegelschnitt K (I) die Beschränkung auferlegt, 
in ein Paar getrennter (reeller oder komplexer) Punkte A(a ), II (b) zu 
zerfallen. Diese Beschränkung findet ihren Ausdruck in den Relationen: 

(4) c lk - a k b k + a k b t , c j( - 2 . 
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Zu der Abhandlung des Herrn Neuberg „Über drei Zeemanscbe Satze“. 3 
Setzt man alsdann zur AbkOrzung: 

(5) - ßi - 2 a,b { (a k b i - a,b t ) = 2 a i b i (ab) k „ 

so geht nach einfacher Umrechnung die linke Seite C , von (II*) Ober in: 

(U b ) C t sjgx { ( ab) kl ■ 2?x k x,ß t . 

JSs zerfällt also die Kurve 3. Ordnung C, «= 0 wiederum in eine Ge- 
rade g: ^ x { (ab) tl =■ 0, die keine andere ist, als die Verbindungslinie 
der Punkte A, B, und in einen Kegelschnitt C t : 'Sx l x l ß t = 0, der 
durch die Ecken A u A,, A s des Koordinatendreiecks geht, und überdies 
durch die Punkte A, B. 

Denn setzt man z. B. x { — a ( , so wird ^ta l b i a l .a l (a b) tl = a i a i a s ^b i ( a b) kl , 
verschwindet also identisch. 1 ) Daß die Gerade g einen Bestandteil des 
geometrischen Ortes C 3 bilden muß, ist geometrisch unmittelbar zu 
erkennen. Sei S t der Schnittpunkt von x { — 0 mit g, so konstruiere 
man auf g den zu S, bezüglich des Punktepaares harmonischen Punkt Sf. 
Dann erhält man für irgend einen Punkt P der Ebene die durch ihn 
gehende und zur Dreiecksseite x { — 0 in bezug auf den zerfallenden 
Klassenkegelschnitt ( A, B) konjugierte Gerade (m), wenn man P mit S- ver- 
bindet. Liegt nun P insbesondere auf der Geraden g, so fallen die drei 
zu P gehörigen Geraden (n) mit g zusammen, die Schnittpunkte von g 
mit x t = 0, x k = 0, x, — 0 sind wiederum die Punkte S it S k , S„ die 
eben in g liegen. 

Hieraus geht zugleich hervor, daß die Punkte der Geraden g nur 
uneigentliche Lösungen der in Rede stehenden Aufgabe sind. Zugleich 
ist ersichtlich, daß die Ecken des Koordinatendreiecks dem geometrischen 
Orte C s , mithin dem nach Ausscheidung von g verbleibenden Kegel- 
schnitte C s angehören. 

Nimmt man nunmehr umgekehrt einen nicht zerfallenden Ordnungs- 
kegelschnitt C'j beliebig an und markiert auf ihm einmal drei Punkte 
A k , Af, A^, andrerseits ein Punktepaar A, B, so erscheint nach Obi- 
gem C, als der (eigentliche) Ort eines Punktes P, für den die drei 
durch ihn laufenden Geraden, die resp. zu den Seiten des Dreiecks A 1 ,A t ,A 3 
in bezug auf das Punktepaar A, B konjugiert sind, jene Seiten stets 
in drei auf einer Geraden liegenden Punkten schneiden. 



1) Umgekehrt ist die Gleichung des durch die Punkte 4, , 4,, 4, , 4, B 
gehenden Kegelschnitts: 

***«• x i x i' *,**! 

a *V “,V “<“* = -5V,<W o6 )*i“°- 
\ b r \ b r b i\ 

1 * 
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1 

Da aber durch irgend 5 Punkte A lr A jt A s , A, B, von denen 
keine 3 in einer Geraden liegen, ein nicht zerfallender Kegelschnitt C, 
eindeutig bestimmt ist, so ergibt sich als projektive Verallgemeinerung 
des Zeem an sehen Satzes (§1): 

„Irgend ein Punktesextupel A tl A } , A s , A k , A b , A 6 der Ebene, 
von dem keine 3 Punkte auf einer Geraden liegen, zerlege 
man auf irgend eine der 3.20 = 60 möglichen Arten in ein 
Tripel, etwa A t , A,, A } , ein Paar, etwa A t , A b , und einen Rest- 
punkt (A 6 ). Wenn dann die drei durch den Restpunkt A$ 
laufenden Geraden, die in bezug auf das Punktepaar A lt A : , 
zu den Seiten des Dreiecks A lt A t , A , konjugiert sind, eben 
diese Seiten in drei Punkten einer Geraden trefffen, so findet 
die entsprechende Eigenschaft bei jeder der 60 Zerlegungs- 
arten statt.“ 

Es ist zu beachten, daß diese Eigenschaft eines beliebigen, einem 
Kegelschnitt C, angehörigen Punktesextupels nicht als äquivalent mit 
der Pascalschen Eigenschaft 1 ) desselben anzusehen ist. Denn der 
Kegelschnitt C\ wird erst durch Vereinigung mit der Geraden A ir A b zu 
einer zerfallenden Kurve dritter Ordnung C s = 0 umgeformt, wo die 
linke Seite G s vermöge der Relationen (4) in die Gestalt (II*) gebracht 
werden kann, und die Gerade A t , A b stellt dann die uueigentliehe 
Lösung der Aufgabe dar, während der Kegelschnitt C. , als deren eigent- 
liche Lösung erscheint. 

Sind im besonderen wieder A t , A b die beiden „Kreispunkte“ der 
Ebene, so gelangt man zum Satze des § 1 zurück. 

3. Symmetrie der Kreisgtcichung in vier Argumentenpaaren. — Die 
Gleichung des Umkreises des Koordinatendreiecks war (§ 1): 

( 1 ) ^x t x k 8, - 0 . 

Hier sind die x f proportional den (mit geeigneten Vorzeichen zu 
nehmenden) Abständen des Punktes (x) von den Seiten des Koordinaten- 
dreiecks, und die s, = sin a, proportional den Längen der Seiten. 

Soll jetzt der Kreis durch drei beliebige Punkte der Ebene 
gehen, deren rechtwinklige Koordinaten x f , y, (i — 1, 2, 3) sind, und 
setzt man: 

( 2 ) r u - 0, -**)*+ (y { ~ .Vt) s , 

1) Mao vergleiche die dem Pascalschen Satze zugrnndo liegende Identität 
in der Note des Verfassers, Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung IX 1 
;1900: S. 91. 
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I* y i 

bedeutet ferner (xik) die Determinante x t y t 1 , so nimmt (1) die 

U* y* i 

Gestalt an: 

(3) K = r° a (x 12) (x 13) + r*, (x 21) (x 23) + rf 8 (x 31) (x 32) = 0. 

Gemäß § 1 muß es möglich sein, diese Gleichung in eine hinsichtlich 
der Koordinaten der vier darin auftretenden Punkte symmetrische Gestalt 
zu bringen. Da der Grad von K in den Koordinaten der drei Punkte 
(1), (2), (3) zu hoch ist, nämlich gleich drei, liegt die Vermutung nahe, 
daß K den Faktor (123) enthält, und daß der Restfaktor die gewünschte 
Eigenschaft besitzt. 

Der Beweis soll so geführt werden, daß er sich weiterhin auf den 
entsprechenden Fall im Raume von n Dimensionen ausdehnen läßt. 

Zunächst ist leicht zu sehen, daß K identisch verschwindet'), so- 
bald (123) = 0 ist. Denn ist die letztere Bedingung erfüllt, so kann 
man setzen, für Aj, A 2 als zwei homogene Parameter: 

(4) x 3 (A, -f- äj) — % l X 1 4- x s A s , y 3 (X 1 -p A s ) = y i X, 4- jfjAj. 

Dann bestehen die Relationen: 

| (*i + ^s) (x 12) (x 13) — A. (x 12)*, 

(5) (A, 4- X,) (x 21) (x 23) - A, (x 12)', 

l(A, 4- A s )'(x31)(x32) A,Aj(xl2)*, 

(6) • (A,4 (i 1 + i s ) s i 1 = A|rf„ 

und die Gleichung (3) geht über in die identisch verschwindende: 

(7) (A, 4- Aj) 2 K = (x 12)' rj s (A, A, ~ A,Aj) = 0. 

Um nunmehr für drei beliebige Punkte (1), (2), (3) aus Ül (3) den 
Faktor (123) abzusondem, schreibe man lieber für x, y die Koordina- 
ten x 4 , y t irgend eines vierten Punktes (4). Setzt man zur Abkürzung: 

(8) N = Aj 4- Aj 4- A 4 , 

so lassen sich die Koordinaten von (3) mittels dreier homogener Para- 
meter Aj, A s , A 4 linear durch die der Punkte (1), (2), (3) ausdrücken: 

(9) Nx s = A,Xj 4- AjXj 4- A 4 x 4 , Ny t = A,y, 4- A„y a 4- A 4 y 4 . 

1) Geometrisch ist einleuchtend, daß, sobald (123) = 0 ist, d. b. sobald die 
drei Punkte (1), (2), (3) in einer Geraden liegen, jeder Punkt der Ebene die 
Eigenschaft besitzt, daß die Fußpunkte der drei, auf die Seiten des uneigentlichen 
Dreiecks (1), (2), (3) gefällten Lote einer Geraden angehören. 
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Dann treten an die Stelle der Relationen (5), (6) die folgenden all- 
gemeineren: 

JA” (412) (413) = 1,(412)% .V (421) (423) - % (412)% 

1 ‘ U r, (431)(432) = - 1,1,(412)% - A r (123) - 1,(124), 

n + lJi 1 + 21il 4 !(a: J -ar l )(x 1 -a; 4 )-f (%-&)(% - y 4 ) }, 

' -l»r*, + ljr* 4 -21 1 l 4 {(x,-ai)(a?,-a: 4 ) + (y,-y,)(y, -y 4 )}. 

Damit nimmt die linke Seite K von (3) die Gestalt an: 
fl) & = (123) (124) | i, V», + % *«»?« + ^ VI « ) , 

oder: 

(I') K = (123)jr. 

Vertauscht man je zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert (123) 
sein Vorzeichen, K selbst ändert sich gar nicht, mithin ändert auch K ' 
sein Vorzeichen. 

Vertauscht man dagegen den Punkt (4) mit einem der Punkte (1) 
oder (2), etwa mit (1), so vertauschen sich auch 1, und 1 4 , (124) ändert 
sein Vorzeichen, während der Restfaktor von (124) ungeändert bleibt, 
so daß wiederum K' sein Vorzeichen ändert. Das letztere gilt endlich 
auch für die Vertauschung von (4) mit (3), da man ebensogut in (9) 
den Punkt (1) durch die Punkte (2), (3), (4) hätte darstellen können, 
wobei die rechte Seite von (I') dieselbe bleibt. 

„Somit ändert der nach Abspaltung des Faktors (123) 
aus K verbleibende Restfaktor Ä" immer nur sein Vorzeichen, 
wenn man irgend zwei der vier Punkte (1), (2), (3), (4) mit- 
einander vertauscht, d. h. die Gleichung K' — 0 des in § 1 auf- 
tretenden Kreises ist hinsichtlich jener vier Punkte sym- 
metrisch.“ 

Das ist aber das algebraische Äquivalent für den Inhalt des 
Zeemanschen Satzes. 

Schwieriger ist die direkte Überführung der Gleichung K' = 0 
in die übliche Gleichung eines durch drei Punkte (1), (2), (3) gehen- 
den Kreises. 

Zu dem Behuf erledigen wir erst die analoge Aufgabe für die 
projektive Verallgemeinerung der Nr. 2. 

4. Umformungen einer Kegelsehnittsgleichung. — Treten in Nr. 2 
ebenfalls an die Stelle der Ecken des Koordinatendreiecks drei beliebige 
Punkte (1), (2), (3) mit den Dreieckskoordinaten x it z t (i — 1, 2, 3), 
uud gibt man dem variablen Punkte (x) irgend eine Lage (4), so wird 
die Gleichung des Kegelschnitts C t durch die 6 Punkte (1), (2), . . . (6), 
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unter (»JM) die Determinante der Dreieckskoordinaten der Punkte (i), 

(k) , (/) verstanden: 

(412) (413), (421) (423), (431) (432) I 

(l) A = (512) (513), (521) (523), (531) (532) - 0 . 

i (612) (613), (621) (623), (631) (632) | 

Da der Ausdruck A zwar in den Koordinaten der Punkte (4), (5), (6) 
Tom Grade 2, dagegen in denen der Punkte (1), (2), (3) vom Grade 4 
ist, so läßt sich vermuten, daß in A der Faktor (123) s ent- 
halten ist. 

Zunächst kann man zeigen, daß die Unterdeterminanten irgend 
einer Zeile von A, etwa der ersten, sämtlich den Faktor (123) be- 
sitzen. 

Die Unterdeterminante von (412) (413) hat den Wert: 

(2) 4-(62S)(628>!£ 



12) (531) j 
12) (631) f 



Bezeichnet man die ersten Minoren von (123) mit den resp. griechi- 
schen Buchstaben, so entwickelt sich die zweireihige Determinante in (2), 
wie folgt: 



( 3 ) 

da 



(512), (531) = 

- r 5*3 + 'JA!» + +>i s + Mt + *&{« 
(612), (631) ar 6 i, + y e r l3 + x 6 |, + y e 



^7 x i y% is ’ls 



-(123) Vs, * 5 ?/5 - -(123) (156), 



V, 



= s, (123), etc. 



„Damit ist die oft brauchbare Hilfsformel bewiesen: 



(I) 



j (*■**), ( r '0 

!(. sik ), (sil) 



(i k l) (i r s ) .“ 



Daher spaltet sich aus der Determinante A( 1) der Faktor (123) zu- 
vörderst einmal ab: 



j A = (123 )A’, - A’ = (412) (413) (523) (623) (156) 
(H) +(421) (423) (531) (631) (256) 

I + (431) (432) (512) (612) (356). 
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Um nunmehr aus d' den Faktor (123) nochmals abzuspalten, drücke 
man, wie in Nr. 3 (9) etwa die Koordinaten des Punktes (3) durch die 
der Punkte (1), (2), (5) aus: 

(4) *, = 1,*, + X,*, + hH, 9» = ^i9i + hVi + hih, *s ” Vi + V» + Vs- 



Dann gelten die Relationen: 



( 5 ) 



(413) - X, (412) + h (415), (423) = X, (421) + 1,(425), 

(523) = X, (521), (531) - X, (521), (431) = -X, (412) - 1,(416), 
(356) = X, (156) + X, (256), (432) = X, (412) - X, (425), 

(623) = X, (621) + X 5 (625), (631) = X, (621) + X 6 (651). 



Damit geht der Ausdruck d\ da (123) = 1,(125), über in: 

(«) - X,(412)(156) (-X 1 (415)(612) + X t (412)(256) + X,(415)(256) ) 

+ X, (4 12) (256) ( - X, (412)(156) + X, (425) (6 12) + 1,(425)(156) ) 
+ (612) ( 1,(156) + 1 ,( 266 ) | { X 1 (412)(415)-X t (412)(425)-X 5 (41ö)(425) ) . 

Entwickelt man hier die rechte Seite, so verschwinden die Faktoren 
von XJ und X‘, und mittels wiederholter Anwendung des Hilfssatzes (I) 
kommt: 

(d' = (123) <4", 

(Hl) Lr- - (512) { X, 1,(412) (456) (612) + X, 1,(415) (426) (156) 

I +X,X 5 (416)(425)(256)), 

also mit Rücksicht auf (11): 

(IV) d — (123yd". 



Hier ist wiederum leicht zu zeigen, daß der Restfaktor d" bei Ver- 
tauschung irgend zweier der 6 Punkte (1), ... (6) nur sein Vor- 
zeichen ändert. 

Denn vertauscht man irgend zwei der drei Punkte (4), (5), (6), 
oder auch irgend zwei der drei Punkte (1), (2), (3), so ändert d( 1} 
selbst sein Zeichen, mithin auch d". 

Vertauscht man aber einen Punkt des ersten Tripels mit einem 
des zweiten, etwa (1) mit (5), so ändert (512) sein Zeichen, während 
der Restfaktor von (512) in d" ungeändert bleibt. Die Gleichung 
d" = 0 ist somit hinsichtlich aller sechs Punkte symmetrisch. 

Um endlich den Faktor d" in (IV) auf eine bekannte Form zu 
bringen, führe man rückwärts den Punkt (3) ein. Auf Grund der 
Identität: 

(7) (412) (456) = (415) (426) - (416) (425) 
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und der Relationen (5) geht A" ohne weiteres über in: 

(V) A" ( 415 )( 426 )' (416) (425)| 

1 ' (315) (326), (316) (325)|’ 

wo das Verschwinden der rechten Seite unmittelbar aussagt, daß ein 
Kegelschnitt des Büschels {(1), (2), (5), (6)} auch die Punkte (3), (4) 
enthält 

Die Form (V) von A" läßt sich endlich in eine, auch äußerlich 
hinsichtlich aller sechs Punkte symmetrische Gestalt überführen, näm- 
lich in die der sechsreihigen Determinante |jr*, y*, z?, x i y_ , x. t. , y.z. |. 

Denn man erkennt leicht bei der wirklichen Ausrechnung der 
zweireihigen Determinante A" (V), daß das Glied x\ i/j . x t y t . x s z 3 ■ y t z t 
■ j, z, wirklich auftritt. Da aber nach Obigem A" bei Vertauschung 
irgend zweier der Indizes 1, 2, ... 6 stets sein Vorzeichen ändert, und 
A" in den Koordinaten aller sechs Punkte homogen vom zweiten Grade 
ist, so wird in der Tat nach der Definition einer Determinante: 

(VI) A" =|*?, yj, *?, x t y if x t z t , y ( e t \ — 6 > 

5. Der spezielle Fall der Kreisgleichung. — Nunmehr mögen zwei 
der sechs Punkte des § 4, etwa die Punkte (5), (6), die „Kreispunkte“ 
sein. Läßt man die x„ y ( , z i jetzt homogene rechtwinklige Koordinaten 
bedeuten, so werden die Koordinaten der Kreispunkte 1, + i, 0, wo i 
die imaginäre Einheit bedeutet. Indem man bei den übrigen vier 
Punkten die dritte Koordinate wieder gleich Eins nimmt, hat man die 
Beziehungen (r, s — 1, 2, 3, 4): 

(5 rs) = (y r - y,) - i (x r - x ,) , 

(6 rs) - (y r - y,) + i(x r - *,), 

(5 rs) (6 rs) = (x r - x ,)* + (y r - y,)*, 

(r 5 6) = — 2 i. 

Damit erhält man unmittelbar zwischen den Formen A (§ 4, (1)) und 
K (§ 3, (3)) (letztere gebildet für die vier Punkte (1), (2), (3), (4)) die 
Identität : 

(I) A = 2i (123) J£(412) (413) r* = 2 i (123) K, 

i.s, S 

also mit Rücksicht auf die Identitäten (IV) und (VI) der Nr. 4: 

(II) 2 iK - (123) - x*, y), x,y„ x„ y„ 1 1 « = i,«,s,4,m>. 

Die rechtsstehende sechsreihige Determinante nimmt aber im Falle der 

Kreispunkte (5), (6) der Reihe nach die Gestalten an: 

I 
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x \. y\, x iVi, x i, Vu i 




x \, y\, x iVi> x u Vi> i 


X* 






X* 


X* 







*%} * * * 


*s» 




X'y . . ... 


O 

© 

© 

+ 

1 




1,-1 * 0 0 0 


1,-1,-*, 000 




0, 0, - 2», 0 0 0 



x b y\, x i, yu i 




x \ + vl y\> x i- y>’ 1 j 


‘ * 




x \ + y\, ■ ■ • • 




- 2i 


x l + yi, .... 


xj, .... ' 




xj + yj, • . . . 


1,-1,0 0 0 




© 

1 

© 

© 

© 



- 2 » ) x* + y' k , x k , y k , 1 1 p-u *,*.*). 

Folglich geht die Identität (II) über in: 

(III) K = (123) | x* + y\, x k , y k , 1 ] <*-«.*• 



d. h. die in Nr. 2 auf Grund der Aufgabe der Nr. 1 erhaltene Form K 
der Kreisgleichung ist direkt in die bekannte Form umgewandelt worden. 

6. Der Zeemansche Satz im Baume. — Es liege ein Koordinaten- 
tetraeder T : x t = 0, x k — 0, x, — 0, x m — 0 (t, k, l, m — 1,2, 3, 4) 
mit den Ecken A zugrunde; die Kosinus von dessen inneren Flächen 
winkeln a ik seien c ik = c ki . Es wird der Ort eines Punktes P (x) ge- 
sucht, für den die senkrechten Projektionen P { auf die Ebenen des 
Tetraeders in einer Ebene liegen. Durch einen Punkt (x) eine zur 
Ebene x ( — 0 senkrechte Gerade legen, heißt, diejenige Gerade durch (x) 
ziehen, die zu x ( — 0 bezüglich des „Kitgelkreises“: 

(I) B — c u «* H + c M «J + 2 c, s M, H 1- i 2c i c l u k u i = 0 

ct k = oo* an) 



konjugiert ist, oder, was dasselbe ist, die den Punkt (x) mit dem Pole 
S t (c u , c lk , c u , c tm ) der Ebene x, = 0 bezüglich K verbindet. Somit be- 
sitzt der Schnittpunkt P t dieser Geraden mit x { «= 0 die Koordinaten 0, 
x i c t k — x k c u; x t c ti~ x i c n> x t c in — x m c ut un< l das Kriterium dafür, daß 
die vier Punkte P, einer Ebene angehören, lautet: 



(ii)/<; s 



X k C kt X i C kk > 

X,C„ x iCu> 
X m^mt X Amm> 



x t c tk 


- x k c tt> 


X i C U 


— 


x i c it> 


X i C im ~ X m C ii 




o , 


x k e kl 


— 


X l C kk> 


X k C km ~ X m^k 


x s,k 


— x k c u> 




0 


f 


X l C lm ~ X ~ C ll 



X C . — XlC , X c , — x.c . 0 

m m k kmmf m ml I mmf 
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so daß der Ort des Punktes P(x) eine Fläche 4. Ordnung F t = 0 ist. 
Daß die unendlich ferne Ebene einen Bestandteil der Fläche F k 
bildet, ist zunächst geometrisch leicht einzusehen. Denn verbindet mau 
irgend einen Punkt P«, der Ebene E x init dem Punkte S,, der eben- 
falls der Ebene £„ angehört, und schneidet die Verbindungsgerade 
mit x ( = 0, so müssen diese 4 Schnittpunkte in einer Ebene, nämlich 
eben in der Ebene 2?„ liegen. 

Dasselbe Ergebnis erhält mau analytisch, wie folgt. Irgend ein 
Punkt P„ von 2?«, hat Koordinaten von der Form: 

(1) ä ( c j( -f- X k c tk 4- ä,c 1( , . . ., A ( c m , 4- 4" 

Die Elemente der Determinante (II) werden daher ebenfalls ganz linear 
und homogen in den drei Parametern l t , i k) l tt so daß die De- 
terminante für die Koordinaten aller Punkte P„ identisch verschwindet. 

Die Fläche F k zerfällt daher in die Ebene £«, und eine Fläche 
3. Ordnung F k . Letztere kann man aber leioht direkt erhalten. 

Fällt man von irgend einem im Endlichen gelegenen llanmpunkte 
P{x) die drei Lote x k , x„ x m auf die Ebene x t “»0, x x — 0, x m — 0, 
so bilden die Fußpunkte P U P„ P m mit P ein Tetraeder T ( , dessen 
sechsfacher Inhalt 6 T ( das Produkt aus x k x,x m mit dem Eckensinus 
jener drei Lote ist. Aber £ t ist zugleich der Sinus der Koordinaten- 
Tetraederecke A it und die Sinus E ( der 4 Tetraederecken A t verhalten 
sich wie die Seitenflächen J ( der im Koordinatentetraeder gegenüber- 
liegenden Dreiecke. Andererseits ist die algebraische Summe der vier 
Inhalte 7’, gleich dem Inhalte des von den vier Projektionen »S’ ( ge- 
bildeten Tetraeders, und dieser letztere Inhalt verschwindet dann und 
nur dann, wenn die 4 Punkte P,- in einer Ebene liegen. Mithin ist der 
eigentliche Ort der Punkte P(x), für die die zugehörigen P, in einer 
Ebene liegen, die Fläche 3. Ordnung F s : 

(UI) F, ~ A,x t x,x m + <d k x t x,x m + J,x t x k x m 4- A m x,x k x, - 0 , 

die in den Ecken A t Knotenpunkte besitzt. 1 ) 

Nunmehr seien die A t vier beliebige Raumpunkte (t), (k), (f), (»») 
mit den rechtwinkligen homogenen Koordinaten (x it y t , e ( ) (' = i. », s, «; 
«i- i). Die Gleichung der Ebene (2), (3), (4) ist (* 234) = 0, unter 
<x 234 J die aus den Koordinaten der vier Punkte (x), (2), (3), (4) und 
vier Einern gebildete Determinante verstanden. 

1} Über diese Fläche F, findet man Näheres in meinen Abhandlungen : dieses 
Archiv (3) 1 (1901), S. 379; Verhandlungen des 3 internationalen Mathematiker- 
kongresses in Heidelberg (1905), S. 333 f. 
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Berechnet man die Länge des Lotes von einem beliebigen Raum- 
punkte auf die Ebene (234) gemäß der Hesseschen Regel, andererseits 
den Inhalt z/, = x/, 34 des Dreiecks (234), so nimmt die Gleichung (III) 
der Fläche F, die Gestalt an: 

(IV) F s = (x 123) (x 134) {x 124) - z** 34 (x 234) (x 124) (x 123) 

-b (x 234) (x 134) (x 123) - (x 124) (x 134) (x 234) = 0, 

wo: 

x, y, 1 * x,. z t 1 j* tj, e t 1 2 

(2) z]J k , - x k y k l +x k z k \+ y k z k 1 

y, 1 i*i i i y, *, i 

= (lil)i + (iH)l + 

Entsprechend wie in Nr. 3 würde man sich davon überzeugen, daß der 
Ausdruck F t unter der Bedingung (1234) *=■ 0 identisch verschwindet, 
daß also F t den Faktor (1234) besitzen muß. Es soll aber dieser 
Faktor gleich direkt von F a abgespalten werden. 

Indem man wiederum den variablen Punkt (x) mit (5) be- 

zeichnet und setzt: 

x 4 N T = L,x, + L.J-, + L,x, + L,x 5 , 

3) ii<Ji + **;/* + 

x 4 A **=■ ä 4 r, Lj x 3 *b Lj x 3 -f“ Lj z a , 

N ” Lj + Lj + Lj -b Lj , 

entstehen die Relationen: 

’N 1 (5123) (5134) (5124) = L„L, (5123) s , 

IV* (5234) (5124) (5123) - L, L, (5123)*, 

N* (5234) (5134) (5123) - L, L, (5123)*, 

IV* (5124) (5134) (5234) - - L 1 L S L S (5123)», 

(4) AT (1234) = L s (1235), 

N'4* nt - -b L’z/jjj + 2L,L 5 V(231),(235)„ 

X 

K'Au. - Wn + + 2 L, L ä ^(3 1 2), (3 1 5), , 

X 

N' - ^x/f,j + L*^* S j + 2 LjLj V(123) I (125),. 

X 

Setzt man dies in (IV) ein und berücksichtigt die einfache Determi- 
nantenrelation: 

(5) ,£(231), (235), + J’(312),(315), + .3 (123), (125), 

X X 

- ^(231), ( (235), + (315), + (125),} - .2(231% = ,x/*„, 
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so nimmt F, (IV) die Gestalt an: 

(V) N>F S - - (1234) (1235)* • { W 3 ^ !3 + W,xP lti + W b J\ 3S 

+ ^5 -^Ijs ! , 



oder kürzer 

(vo 



= (1234) Ff 



Vertauscht man jetzt irgend zwei der Punkte (l), (2), (3), (4), 
etwa (1) mit (2), so ändert sowohl (1234) wie F 3 (IV) sein Zeichen, 
mithin bleibt der Restfaktor Ff in (V') hierbei ungeändert. Bei Ver- 
tauschung von (5) mit einem der Punkte (1), (2), (3) bleibt ersicht- 
lich F^ ungeändert; das Gleiche muß aber auch gelten, wenn man (5) 
mit (4) vertauscht, da man an Stelle von (3) ebensowohl den Punkt (3) 
durch die Punkte (1), (2), (4), (5) hätte ausdrücken können. 

„Somit ist der Restfaktor F s ', der nach Abspaltung des 
Faktors (1234) aus F s verbleibt, hinsichtlich aller fünf auf- 
tretenden Punkte symmetrisch.“ 

Das ist das algebraische Äquivalent für den Zeemanschen Satz 
im Raume: „Wenn von fünf Raumpunkten (von denen keine vier in 
einer Ebene liegen) irgend einer die Eigenschaft besitzt, daß die Fuß- 
punkte der Lote, die man von ihnen aus auf die Ebenen des von den 
vier andern gebildeten Tetraeders fällt, einer Ebene angehören, so kommt 
auch jedem der vier übrigen Punkte die entsprechende Eigenschaft zu.“ 
Offenbar bietet es durchaus keine prinzipielle Schwierigkeit, den 
soeben geführten Beweis auf den Raum von n Dimensionen aus- 
zudehnen. 

7. Projektive Verallgemeinerung. — In Nr. 6 war indirekt gezeigt, 
daß die Determinante (II) bei Zugrundelegung des Kugelkreises (I) in 
die beiden Faktoren Ex f <d i und 22/l i x k x l x m zerfallen muß. 

Die entsprechende Zerlegung möge jetzt für eine im übrigen ganz 
beliebige in einen Kegelschnitt ausartende Flächo 2. Klasse: 

(I) 0 = c u u* -1 h c m m* + 2c„h 1 m s -| l- 2e i c i u i u t — 0, <<•=#) 



direkt ausgeführt werden; man gelangt dadurch zu einer bemerkens- 
werten Eigenschaft der Fläche 4. Ordnung F t = 0, dem Ort der Punkte 
P(x'), für die die Spuren der vier Geraden, die durch P gehen und zu 
den Koordinatenebenen x t = 0 bez. der Fläche 0 konjugiert sind, einer 
Ebene angehören. Ersetzt man in der Determinante F t (Nr. 6, II) die 
vier Diagonalnullen resp. durch die Nullwerte x t c tl — x ( c it s,«, 

und entwickelt die Determinante in der üblichen Weise, indem man 
vorderhand von der Bedingung ]e| = 0 absieht, so ergibt sich sofort, 
daß von den 16 so hervorgehenden Teildeterminanten 11 identisch ver- 
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schwinden, während sich die 5 übrigen zu der fünfreihigen Determinante 
zusammenfassen lassen: 









X 1 C U> *11 




c ll» 


C IS> c : 


147 


C ll x t x 3 x t ! 




x t c il> 


x t c ti , 


X i C t3> X i C Ul ^IJ 




‘vu 


C tit *13) 3 


24’ 


c ti x i x 3 x l 


F A = 


x , c n, 




• r S C S3> C 34 ) C 33 


— 1 


C 31 > 


C 3Jj C 33! C S4» 


c M X, x, x t 


x t c tl , 


x t c 4» > 


x t c a> X i C U’ C U 




r 41 > 


C 4»> C 43( C 44> 


C u x l x i x t 


1 X l! 


x l> 


X » X 4> 1 




x l> 


X„ X„ X 


4’ 


Xi Xj Xj X| | 






C U> «lt. 1 


'IS) 


C 14> 


c u x,x, x l 










e *i > c n i c it > 


^Sif 


c,,x,x,x 4 








■ X l X 1 X s X t + Cj, , Cj,, ( 


'S S) 


C M> 


c ta x 1 x t x t 










€ 41 ) ^42’ ( 


'iS ) 


C 44) 












, x if : 


*s, 


x 4 , 


0 







Der Ort des Punktes P ist also selbst für eine völlig beliebige Fläche 
2. Klasse 0 eine Fläche 4. Ordnung F t = 0, die in den Ecken des 
Koordinatentetraeders Knotenpunkte besitzt. 

Nunmehr trete die Bedingung c = 0 hinzu, sodaß 0 in einen 
Kegelschnitt ausartet, dann fällt das Glied \e\x t x % x t x t in (II) fort; 
die ersten Minoren irgend einer Zeile oder Kolonne von | c werden 
stets denselben vier Größen proportional, die wiederum mit d k , d k , d 8 , d k 
bezeichnet seien, und die mit den beiden Größenreiben (x t ), {x k x,x m c it ) 
geränderte Determinante der c {k wird nach einem elementaren De- 
terminantensatze proportional dem Produkte der beiden Faktoren 

2x,J i} 2c lt J t X k X,X m . 
i i 

„Demnach zerfällt die Fläche 4. Ordnung F k in die Ebene 
^x i d i — 0, d. i. die Ebene des Kegelschnittes <I> (I), und die 
Fläche 3. Ordnung F s : 

(III) F i ZC n d l X 1 X,X l + C n d,X,X 3 X t + C ii d 3 X k X t X k + C it d i X i X jX, =0.“ 

Für e lt (< = i, »,s,4) = — 1 reduziert sich diese Gleichung auf die 
in Nr. 6 unter (III) erhaltene Gestalt 

Unterwirft man daher die Koeffizienten c lk von 0 (II) lediglich 
den folgenden drei Bedingungen: 

1) Die Determinante ]c| der c ik verschwinde; 

2) die ersten Minoren irgend einer Zeile (Kolonne) von c\ sollen 
gegebenen Größen d k , d t , d 3 , d t proportional sein; 

3) die Koeffizienten der Quadrate der Koordinaten der 0 sollen 
gegebenen Größen c it proportional sein; 
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so bleibt, wie auch im übrigen die Koeffizienten c ik von 0 variiert 
werden mögen, die Fläche 3. Ordnung F t =■ 0 (III) ungcändert. Um- 
gekehrt, hält man die irgend einem Kegelschnitt 0 entsprechende 
Fläche 3. Ordnung F 3 fest und desgleichen die Ebene von 0, so sind 
damit gerade die drei obigen Bedingungen erfüllt. Um daher das 
eben ausgesprochene Ergebnis geometrisch auszusprechen, bedarf es 
nur noch der geometrischen Deutung der Bedingung 3). 

Faßt man zunächst den Spezialfall c n = c,, = c M •= c u ins Auge, 
so sagt das aus, daß (bei Erfülltsein der Bedingungen 1) und 2)) die 
entsprechenden Klassenkegelschnitte K s der Ebene E t apolar sind zu 
den drei Ebenenpaaren: 

(1) x* - x\ = 0, x\ - x\ - 0, x\-x\ = 0, 

und damit zu dem Netze N von Flächen 2. Ordnung, dessen Grund- 
punkte M { (c — 1, 2, — 8) die Mittelpunkte der dem Tetraeder T ein- 
beschriebenen Kugeln sind. Die Klassenkegelschnitte K 3 bilden dann 
noch eine lineare oo s - Schar, der der Kugelkreis K angehört. Durch 
jeden Kegelschnitt K t der Schar gehen acht Flächen 2. Ordnung, die 
dem Tetraeder T einbeschrieben sind, und deren Mittelpunkte mit den 
Punkten M übereinstimmen. 

Der oo*-Sehar (K t ) gehört insbesondere eine lineare oo 1 - Schar 
von Punktepaaren an; jedes Paar ( x ), (y) dieser Punkte ist apolar 
(konjugiert) zum Netze N, genügt also den Bedingungen: 

(2) ox,y i - 1. 

Vermöge der Transformation (2) geht aber die unendlich ferne Ebene E „ : 

(3) -E. — A*, + + xJ,x, + J K x k = 0 

über in die F x des § 6: 

(4> I 3 — xt 1 x i x i x i + J 3 x i x 3 x i + J l x i x l x < + J 4 x t x t x s — 0. 

Da die oo 1 Punktepaare (x), (y) den Bedingungen (3), (4) zugleich 
genügen, so erfüllen sie als Ort eine Kurve 3. Ordnung C s , den Schnitt 
von F s (4) mit E m , d. h. die C 3 erscheint in bekannter Weise als 
Ort der Punktepaare einer linearen oo’-Schar von Klassenkegelschnitten, 
nämlich eben der obigen Schar von K r 

Unter den Punktepaaren (x), (y) der Ebene £„ befinden sich 
speziell die Gegenpnnkte des Vierseits, das die Ebenen von T ans 
der Ebene E^ ausschneiden. 

Umgekehrt ist durch diese drei Paare von Gegenpunkten und 
durch den Kugelkreis K die Schar der K } nnd damit die C, völlig 
und eindeutig bestimmt. 
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Von hier aus ist der Übergang zu der allgemeineren Fläche 
3. Ordnung P s (III) leicht zu vollziehen; man hat nur die Koordinaten (x) 
der Kollineation: 

(5) Q* t - (c» i, s,s,4) 

zu unterwerfen d. h. irgend einer Kollineation, die die Ebenen von T 
je in sich überführt. Die acht Punkte M gehen dadurch über in 
acht andere Punkte M'\ hat man bei beliebigen c u irgend einen dieser 
Punkte M\ etwa M 0 , willkürlich gewählt, so verbinde man 3/ 0 mit 
den Kanten von T durch sechs Ebenen und konstruiere die jeweils 
vierten harmonischen Ebenen dazu, dann schneiden sich die so hervor- 
gehenden sechs Ebenenpaare gerade in den acht Punkten M'. 

Somit ist der Satz bewiesen: 

„Gegeben sei ein Tetraeder T und irgend eine Ebene E, 
sowie in letzterer irgend ein Kegelschnitt K t . Der Ort der 
Punkte P, für die die zu den Ebenen von T bez. A”, konju- 
gierten und durch P laufenden Geraden jene vier Ebenen 
in vier Punkten einer Ebene treffen, ist (abgesehen von der 
Ebene E selbst) eine Fläche 3. Ordnung F } , die in den 
Ecken (1), (2l, ( 3 ), ( 4 ) von T Knotenpunkte besitzt. Für diesfe 
Fläche F s gilt der Zeemansche Satz, d. h. ist (5) irgend ein 
Punkt der I\, so liegt z. B. (1) auf der durch das Tetraeder 
( 2 ), (3), ( 4 ), (5) und K . bestimmten P 3 . 

Die zum Tetraeder T und zum Kegelschnitt K. ge- 
hörige F 3 bleibt dieselbe, wenn man Ä', durch irgend einen 
Klassenkegelschnitt einer gewissen linearen co*-Schar er- 
setzt; diese Schar ist durch K s und die Gegenpunkte des 
durch die Ebenen von T aus E ausgeschnittenen Vierseits 
eindeutig bestimmt. Die Punktepaare dieser oo’-Schar er- 
füllen als Ort eine C 3 , den Schnitt von F s mit E. 

Durch irgend einen Kegelschnitt K t der oo’-Schar gehen 
acht dem Tetraeder T einbeschriebene Flächen 2. Ordnung; 
die acht Pole von E bez. dieser Flächen bilden die Grund- 
punkte eines Netzes N von Flächen 2. Ordnung P s ; die 
oo’-Schar der K 3 ist dann gerade die in der Ebene E 
gelegene, zu N konjugierte Schar von Klassenkegelschnitten, 
und der Ort der Punkte P, die zu den Punkten von E bez. N 
konjugiert sind, ist die obige F y “ 

Die entsprechenden Ergebnisse für den Raum von n Dimensionen 
können unmittelbar ausgesprochen werden. 

8. Grenzen des Zeemanschen Salzes. — Der Zeemansche Satz 
für den Raum war in Obigem dahin ausgedehnt, daß der ursprünglich 
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zugrunde gelegte Kugelkreis K durch einen beliebigen Raumkegelschnitt 
K. ersetzt wurde. Nunmehr soll gezeigt werden, daß der Zeemansche 
Satz auf hört zu gelten, wenn man an die Stelle von 2T S irgend eine 
nicht ausgeartete Hache 2. Klasse 0 setzen wollte. 

Es seien (r), (s), (<), («) vier beliebige (nicht in einer Ebene 
gelegene) Raumpunkte mit den Tetraederkoordinaten (x r , y r , z r , q r ) 
(r = r, s, t, m), ferner 0 eine vorerst ganz beliebige Fläche 2. Klasse 0: 

(I) 0«’ = = 0. 

Versteht man unter ( c t rst ) die aus den c n , c ia , c iS , c it und den 
Koordinaten der Punkte (r), (s), (t) gebildete Determinante, so sind 
die (c,rst) <■' = i, s, a, *) die Koordinaten des Poles P rit der 
Ebene (rst) bez. 0. Irgend ein Punkt der Geraden g u , die einen 
Raumpunkt P(x) mit P rtl verbindet, die also bez. 0 zur Ebene (rst) 
konjugiert ist, hat Koordinaten von der Form 

(1) x + ä(c,rs<), y + X(c a rst), , z + q + l^rst). 

Setzt man daher zur Abkürzung: 

(2) C r „ = S(c,rsi)(rs<)o 

i 

wo die (rst) f die Determinanten der aus den Koordinaten x k , y t , z t , q t 
(k = r,s,t) gebildeten Matrix sind, so sind die Koordinaten des Schnitt- 
punktes P u von g u mit der Ebene (rst), wenn man noch die Determi- 
nante ( xrst ) mit X u bezeichnet, proportional den Werten: 

( 3 ) *C rtl - (c ir st)X u , yC rll -(c,rst)X u , zü r „ - (c,rst)X u , 

qC r , ( -(c 4 rst)X„; 

mithin ist der Ort der Punkte P, für die jeweils die vier zugehörigen 
Punkte P u in einer Ebene liegen, eine Fläche 4. Ordnung F it deren Gleichung 
durch das Verschwinden der Determinante der Größen (3) angegeben wird: 
(H) 0 = P« = | arC rt , - (c, rst) X u , yC r „-(c ! rs t)X u , zC r „-(c } rst)X u , 

4Cr.,-( C SSt)X u l 

Die rechte Seite von (II) ist in den Koordinaten der vier Punkte 
(r), (s), (f), (w) vom Grade 6, es läßt sich daher wiederum erwarten, 
daß sich der Faktor (rstu) zweimal absondern lassen wird. Indessen wird 
sich zeigen, daß diese Absonderung von (rstu) sogar dreimal möglich ist. 

Entwickelt man die Determinante (II) analog wie in Nr. 7, so 
nimmt sie die Gestalt einer fünfreihigen Determinante an. Nimmt 
man nämlich die vier Indizes r, s, t, u stets in dieser Reihenfolge, 
und bedient sich der Abkürzungen: 

i(a;rs<) = X„, ( xrtu ) = X„ (xrsü) — X„ (xstu) — X r , 
l(c ( rst) — C[“', (c^ tu) = CW, (c { rsu) — CM, (c ( stu) = C* r) , * 

Archiv der Mathematik und Physik. III. Reihe. XII. 2 
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*o geht F t über in: 



c, lm x.x,x u . 


cp, 


pp, 


cp, 


pp 


c r ,.x r x ( x„ 


cp, 


CP, 


cp, 


PP 


S Crt»XrX,X m , 


Ci' 1 . 


cp, 


cp, 


W 


c r .,x r x,x n 


cp, 


cp, 


Cp», 


Cp» 


\X r X,X,X„ 


X, 


y, 




2 



Entwickelt man dieBe Determinante nach den Elementen der ersten 
Kolonne, und versteht unter (t = r, i, i, u) die mit den Koordinaten 
der Punkte P und (r) geränderte Determinante der c lk , während die 
letztere selbst mit |c| bezeichnet wird, so kommt unter Anwendung 
elementarer Determinantensätze: 



(IU) 



F t = (r si «)’[ 1 c| (r sin) X r X, X,X U + C„ u X,X,X u d xr 

— C rtu X r X,X u d x , + C r , u X r X,X u d xt — C r „X r X t X,d x J. 



Hier ist das in der eckigen Klammer von ( rstu ) freie Aggregat weiter 
zu untersuchen. 

Zunächst haben die C rl , eine einfache Bedeutung. Führt man 
die ersten Minoren p ( , e it r it <* = i. »,».*) von (rs<n) ein (d. s. die 
Koordinaten der vier Ebenen des Tetraeders (r), (s), (t), («)), so wird 
vermöge (2) unmittelbar: 

(5) C r „ - 0„>, etc. 

Dann boII gezeigt werden, daß, selbst wenn d xr eine ganz beliebige, 
in den Koordinaten von P und (r) bilineare Form vorstellt, das Aggregat 

(6) G t m 0 e ,X,X,X u J xr - <J> a ,X r X,X u d xt + X r X,X u d„ 

— Q v 'X r X,X, d xu 

den Faktor (rstu) besitzt. 

Aus der Annahme des Verschwindens von (rstu) wird nämlich 
das Verschwinden von G t folgen. 

Für (rstu) = 0 darf man setzen: 



(7) 


X u “1" “f" ^t*^t 


, etc. 




Dann wird aber: 






( = — X t X u , 


X, — 1,X U , 


(8) 




0^> - 1?0, 




t — h r d xr + ^,^ X $ “1" 


und 


G t (6) geht über in 




(9) 


G t = 0.. X* { - X\dxr - 1. Jx. 





+ (K^xr + l.^x. + 
verschwindet also in der Tat identisch. 
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Damit tritt aus der Form F t (III) der Faktor (rsta) 3 heraus, 
der Restfaktor stellt mithin eine Form vierten Grades in den Koor- 
dinaten x,y,i,q von P dar, die, solange jc| von Null verschieden 
ist, sicher nicht zerfällt, wie aus (7) hervorgeht, wo im besondem die 
Punkte (r), (s), (<), («) als Ecken des Koordinaten tedraeders gewühlt 
waren. Andererseits ist der nämliche Restfaktor nur vom dritten 
Grade in den Koordinaten der Punkte (r), (s), (<), (u), sein Verschwinden 
kann demnach keine in den Koordinaten aller fünf Punkte symmetrische 
Gestalt besitzen, d. h. der Zeemansche Satz gilt dann nicht mehr. 
Sobald dagegen die Determinante |c| von <J? (I) verschwindet, also 
das Glied mit X r X t X,X u in I\ (III) herausfällt, wird der Faktor J x 
aus F t heraustreten und der Restfaktor F 3 wird sich wiederum nach 
Abspaltung von ( rstu ) in eine in den Koordinaten aller fünf Punkte 
symmetrische Gestalt bringen lassen. In der Tat, sobald | c | ■= 0, 
artet die Fläche <D in einen Kegelschnitt X, aus, und es wird z. B. die 
mit den x, y, s, q\ x r , y r , z r , q r geränderte Determinante der c pro- 
portional dem Produkte wo 

(10) J x = J 3 x + J t y + J s z + 4^ = 0 

die Gleichung der Ebene von K t ist, und: 

(11) z/M = xt x x r + J t y r -|- J s z r z) t q r . 

Es tritt also jetzt aus der rechten Seite von P 4 (III) zunächst der 
Faktor ( rstu) i zJ x heraus, und der Restfaktor wird: 

(IV) Gr s m <t>?X,X t X u JV - ^X r X,X u J^ + <t>sX r X,X u ziM 

- <PsX r X,X t J">. 

Um nunmehr aus G s den Faktor (rstu) nochmals abzuspalten und 
zu erkennen, daß der verbleibende Restfaktor in den Koordinaten der 
fünf Punkte (r), (s), (<), («), (P) symmetrisch ist, bezeichne man die 
letzteren wiederum lieber mit (1), (2), (3), (4), (5), und stelle etwa 
den Punkt (4) linear durch die Punkte (1), (2), (3), (5) dar: 

(.12) — A,*, + 4,3-, + A,*, + X 5 x 5 . 

Dann gelten die Relationen: 

X, - (5234) =• 1,(5123), X, - (5134) 1,(5123), 

X, = 1,(5123), X 4 - (5123), (1234) - - A 5 (5123), 

^ - A,^« + + 

+ ^!®(«s 5 )’ + 2 A, X 5 (*ss) , 

== + ^5®(iss)’ + 21 jA :j X ( ,j 3)i (155) , 

®(1 **)* “ + ^5®(1*5)’ + 2A s I 5 ^ (1s ,j i(1!5 ), 

2* 
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wo z. B. 0 (m) > die Form 0 bedeutet, geschrieben in den Koordinaten 
(123) 4 der Ebene (123), und 0 (123)i die hinsichtlich der (123)„ (235),- 
polarisierte Form. 

Damit nimmt G 3 (IV) die Gestalt an: 

(V) Gf = — (1234) ZT S , 

(14) H 3 = A, A 5 z/ (1) 0 ( j 3:i) > + A, A 3 A 5 z/ ■ 0 il3i) ' + A, A,A 5 z/'' ,) < 5 ( , m) * 

+ 2A, AjAj { ^(122), (235) — (H5) -- J {3) 0 ( u, )l(1 |5 ) ) 

- A, A ä A 3 e 4' 5) <P (1J s) «. 

Läßt sich nun noch beweisen, daß die identische Relation besteht: 

(15) ®(11S), (235) ‘^ !>< 1 > (12J),(1S5) H" ■^ (S) ®(122>, (125) ^(122)’ = 

so erhält H s (14) die übersichtliche Gestalt 

(VI) H t = A,A,A S ^»® (MS) . + A, A s A 5 zt (2 > <& (ls5) . + A, AjA 5 z^ 5) <P tlli )i 
+ A,A s A s ^ 6 >0 (m) ,, 

die unmittelbar erkennen läßt, daß bei Vertauschung irgend zweier 
der vier Punkte (1), (2), (3), (4), oder auch bei Vertauschung eines 
der drei Punkte (1), (2), (3) mit (5) keine Änderung eintritt, die also, 
da man an Stelle der Formeln (12) ebensowohl den Punkt (3) durch 
die Punkte (1), (2), (4), (5) hätte ausdrücken können, hinsichtlich aller 
fünf Punkte symmetrisch ist. 

Die Identität (15) geht aber daraus hervor, daß, wenn man die 
linke Seite in der Gestalt schreibt 

®(12S),^ 1 ,, (2J5) — ^ l ”(135) + ^'‘>(135) — ^‘*'(1*3) t 

und die vier Werte bildet: 

^<»(235), - ^*>(135), + ^*>(125), - ^>(123),, <*=*, *..,) 

man bis auf den Faktor (1235) gerade die Koeffizienten , z/ s , z/ s , 
in (10) erhält, sodaß die Identität resultiert: 

(16) ®(12S), ^ (l, (l*5) — •< #<,, (l»5)+ ■^ l,) (l*6) — ^‘(l») = (1236) ®j|jj), J f (• - 1,2.». 4). 

Aber die Polarenbildung ‘^*,- 123 , verschwindet bekanntlich identisch, 
was geometrisch aussagt, daß jede Ebene (123) zur Ebene {/!) des 
Kegelschnitts 0 bez. 0 konjugiert ist. 

Damit ist nicht nur der Zeemansche Raumsatz in der all- 
gemeinsten Form bewiesen, sondern zugleich dargetan, daß er dann 
und nur dann gilt, wenn die Determinante der Fläche 0 verschwindet. 

Und da die verwendeten Determinantensätze vom Grade der auf- 
tretenden Determinanten unabhängig sind, so gelten die entsprechenden 
Entwicklungen ohne weiteres auch für den Raum von n Dimensionen. 

Königsberg i. Pr., 27. Mai 1905. 
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Geometrographische Beiträge. 

Von Jakob Keusch in Thann i. E. 

Im folgenden möchte ich einige Vereinfachungen und Ergänzungen 
zu Konstruktionen angeben, welche Herr E. Lemoine in seiner „Geo- 
metrographie“, Collection Scientia, und in (3) 1, 334 dieser Zeitschrift 
mitgeteilt hat. 

Zu Scientia XXXVIII. — Die vierte Proportionale x zu den drei 
Strecken m, n, p zu konstruieren. 

Ist die größere der beiden Strecken n und p ausgezogen, so wird 
die auf dem Sekantensatze beruhende klassische Konstruktion geometro- 
graphisch, wenn man folgendermaßen 
verfährt. 

Geometrographische Konstruktion. 

— Sei p > n. Man beschreibe 
(Fig. 1) einen beliebigen, aber hin- 
reichend großen Kreis k [C 4 ] und 
nm einen beliebigen Punkt B von 
k den Kreis Bin) [3 C\ + (\ + C,]. 

Dann schneide man » von p ab 
[C, -f Cj] , beschreibe B(p — ») 

[2C, + Cj], der k in C schneidet, 
ziehe BC['2 B i -f IL\, welche B(n) 
in li trifft (ü außerhalb BC). Dann 
ist RC «= » + (j> — w) = p. Ferner 
beschreibe man R(m ) [3 + C,j, 

der k in A schneidet, und ziehe 
schließlich HA [2 R 1 -f- 7( } ]. Ist I) 
der Schnittpunkt von RA und k, so ist HD die gesuchte Strecke x. 

Op.: (4 7i, -j- 2 -)- 9 Cj -j- Cj -(- 5Cj) : S— 21; £=13; 2 Gerade, 5 Kreise. 1 ) 

Zu Scientia LXIII. — Gegeben ein Punkt A auf einer Geraden 
RC; auf dieser Geraden Punkte A l derart zu bestimmen, daß man hat 
AB -l 

A C =± AfC* ' 

1) Zur vorstehenden Aufgabe hat Herr R. Güntsche eine in geometrogra- 
phitchem Sinne einfachere Konstruktion angegeben (vgl. dieses Archiv (3) 9, 25«, 
259, 1905). 



m 
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Zweiter Fatt. A liegt zwischen B und C. 

Geometrographische Konstruktion. — Man konstruiere (Fig. 2) über 
BC als Durchmesser den Kreis [2 R, -f R t + 4 C l + 3 C,]. Sei O 

sein Mittelpunkt, D und 
D' seine Schnittpunkte 
mit der Mittelsenkrech- 
ten von BC. Dann 
beschreibe man den 
Kreis A(OB), der die 
Mittelsenkrechte in E 
trifft [C i + C S J, nehme, 
während die Zirkel- 
spitze in A bleibt, 
AO in den Zirkel und 
beschreibe den Kreis 
KW'HSC, + r s ], der 
O(OB) in F schneidet. 
Schließlich ziehe man DF und D'F[4It l + 2 B i ]. Diese treffen 
BC in den gesuchten Punkten A t und A[. 




Fig. * 



Beweis: EFAO ein Rechteck und AF Höhe in dem rechtwink- 
ligen A BFC: ferner DF A. D' F und <C BFD' = CFD' = 45°, mithin 




schneidet [2 /?, -f K, -f 4 C x + 3 
Radius den man im Zirkel 



BF und CF Halbierungslinien der 
rechten Winkel bei F. Darum 
A\ (f—B F* : CF* 

=» AB : AC etc. 

Op.: (6/f 1 +3/f,+7C,+5tj):S=21 ; 

E = 13; 3 Gerade, 5 Kreise. 
(Reduktion um 2 Elementar- 
operationen.) 

Zu Archiv ihr Math, u. 
Phys. (3) 1, 334, Nr. 16. — Den 
Feuerhachschen Kreis des Drei- 
ecks ABC zu konstruieren. 

Geometrographische Konstruk- 
tion. — Man konstruiere (Fig. 3) 
über BC als Durchmesser den Kreis 
k, der AB in C 0 und AC in B 0 
Hierauf beschreibe man mit dem 

hat, die Kreise C B (yj und 
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ß 0 (y) [2 C\ + 2 C,]. Der Kreis k werde von Co(| ) > n -X und 1' von 
ß 0 ( y j in U und V getroffen. Man ziehe X }' und UV, die sich in 

F schneiden [4 B, -f- 2 K,], und beschreibe F(FC 0 ) [2 C, + C,]. Dies 
ist der Feuerbachsche Kreis. 

Op.: (6üj + 3J?j + 8 C\ + 6C S ) : S = 23; E => 14: 3 Geraden, 6 Kreise. 
(Reduktion um 2 Elementaroperationen.) 

Zu Scientia XLIII. — Eine Strecke AB nach dem goldmen Schnitte 
tu teilen. 

Für die dritte Konstruktion schlage ich folgende Form vor, welche, 
falls nur die Strecke AB (nicht auch ihre Verlängerung) gezogen ist, 
and falls man nur den inneren Teilpunkt braucht, einen Vorteil bietet. 




Fig 5. 

Geometrographische Konstruktion. — Man beschreibe (Fig. 4) A(A B) 
und B(AB), die sich in C schneiden [3 C, + 2 C s ], dann C(AB), der 
A(AB) in I) und B(AB) in /)' trifft [C, -f- C s ]. Dann ziehe man 
AB'[2R X + B^\, welche A (AB) in E trifft, und beschreibe D(DE) 
[2C, + 0,]. Dieser trifft BC in den gesuchten Teilpunkten. 

Op.: (2/f, 4- JS, -f 6(7, + 4 C s ) : S = 13; E =• 8; 1 Gerade, 4 Kreise. 

Anstatt die Gerade AI)' zu ziehen und dann den Kreis D(DE) 
zu beschreiben, kann man auch (Fig. 5) die Mittelsenkrechte CC von 



Digitized by Google 



24 



Jakob Rkcbch: 



AB ziehen, welche C(AB) in E' trifft, und dann den Kreis D(DE r ) 
beschreiben. 

Das Symbol bleibt dasselbe. 

Zu Scientin XLVJII. — Die vier A hnlichkeitsachsm dreier Kreise 
0,, 0 t , 0, zu konstruieren. 

Die Konstruktion läßt sich folgendermaßen mit S — 37 ausführen. 

6'eo metrographische Konstruktion. — Man ziehe (Fig. 6) die Zen- 
tralen 0, öj , 0 t 0 3 , 0 3 0, [6 7?, + 3 /?,]. ö,0 4 schneide den Kreis O, 

in B l und C\, den Kreis 0, in B t und (\ (B 1 C 1 und B t C t von dem- 




selben Sinne wie 0, Ö 4 i; 0 3 0, schneide den Kreis 0 S in (\. Man 
beschreibe den Kreis 0,(0,C,) [3 (\ + der 0, 0 S in D trifft. Ohne 
die Spitze von O, abzuheben, nehme man dann 0, 0 3 in den Zirkel 
und beschreibe 7)(0, 0 3 ) [2 C\ C 3 ], der 0 3 in E trifft (I) und E auf 
derselben Seite von OjO,). Dann ist 0 S E, welches nicht gezogen zu 
werden braucht, parallel zu 0, 0, und von demselben Sinne. Hierauf 
ziehe man B t E und C',2?[4 Jt i + 2 7f ä ], welche auf 0 S 0 3 den inneren 
Ähnlichkeitspunkt /, und den äußeren A i der Kreise O s und 0 3 be- 
stimmen. Man ziehe B l E\2B 1 + B 3 ], welche auf 0, 0 3 den inneren 
Ähnlich keitspunkt I i der Kreise 0, und Ö 3 festlegt. Dann ziehe man 
A 1 J i \2B 1 +B t ]. Dies ist eine der Ahnlichkeitsachsen. A , /, schneide 
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0,0, in I s . Man ziehe J, J, [2 /?, + JJ,]. Dies ist eine zweite Ähn- 
lichkeitsachse. Man ziehe /,/, [2 R, + 7V, |, welche 0,0, in A 3 trifft. 
Dies ist eine dritte Ahnlichkeitsachse. Endlich ziehe man A, A s 1 2 ü, + il,]. 
Dies ist die vierte Ahnlichkeitsachse. 

Op.: (20/1, + lOüfj-t- 50, + 2C, ); S=37; Z,’=25; 10 Gerade, 2 Kreise. 
12. Mai 1904. 

Zu Scientia XV. — Durch den Punkt A außerhalb der Geraden y 
(i«e Gerade zu ziehen, die mit g einen Winkel = ö bildet. 
Folgendermaßen läßt sich die Aufgabe mit S = 15 lösen: 
Geometrographische Konstruktion (Fig. 7). — Mit einem hinreichend 
großen Radius p beschreibe man um den Scheitel S von a den Kreis 





S(q), der die Schenkel in X und Y schneidet [0, + C,]. Dann be- 
schreibe man A(gi), der g in A ' trifft [0, + C,], dann A'( p), der g in 
B' trifft [0,+ 0,], dann B'{ p), der A (p) in B trifft {A und B auf 
derselben Seite von g) [0, + G',]. 

Nun mache man in dem Kreise A (p) Bogen BD = X Y[3 0, + G',] 
und ziehe AD, welche g in E trifft [2 lt, ü,]. Dies ist die verlangte 
Gerade; denn AA'B'B ein Rhombus und -äC.AEB'=DAB^XSY=a. 

Op.: (2 /?, + B, + 7 C, + 5 C t ) — (15; 9) (1 Gerade, 5 Kreise). 

23. Juni 1904. 
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Ober eine Dreiecksaufgabe nnd bezügliche Sätze. 

Von A. Kiefek in Zürich. 

Ein Dreieck aus dem Höhenpunkt H und den Mittelpunkten M, m 
des Um- und Inkreises zu konstruieren. 1 ) 

1. Bezeichnet man die Radien der beiden Kreise mit R, r, so ist 
bekanntlich 

R* - 2 Br = Mm*. 

Die Mitte N von HM ist der Mittelpunkt des Feuerbachschen 
Kreises, dessen Radius \B ist, und welcher den Inkreis berührt. 

Somit \R — r = Nm und durch Division der zwei Gleichungen 

„ Mm' 

” “ 2 Am 

und ferner 

Mm' — iNm' 
r =_ 2 AP» 

Isgt man den Feuerbachschen Kreis und den Inkreis und berück- 
sichtigt, daß der erstere die Fußpunkte der Lote enthält von den Punkten 
M, H auf die Dreiecksseiten, so ergeben sich die letzteren als gemeinsame 
Tangenten des Inkreises und der Ellipse, für welche M, H die Brenn- 
punkte sind, und deren große Achse gleich R ist. 

Eine der vier Tangenten stellt eine uneigentliche Lösung dar 
Es gibt nämlich unendlich viele Kegelschnitte, welche die Seiten 
des Dreiecks berühren und die Mittelpunkte auf der Geraden m N 
haben. Alle diese Kegelschnitte bilden eine Schar, deren vierte Grund- 
tangente auch den Inkreis und die benützte Ellipse berührt und die 
nneigentliche Lösung bildet. 

Die Aufgabe läßt sich noch anders lösen: Die Tangentenpaare von 
M, H an die konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkte m bilden 
zwei halbperspektivische Strahleninvolutionen, deren Erzeugnis eine 
einfache zirkulare Kurve dritter Ordnung ist, welche den Umkreis in 
den Ecken des Dreiecks schneidet. 



1} Für die bezügliche Literatur sei auf das Dezemberheft 1904 des Inter- 
mddiaire verwiesen, das auch eine analytische und eine geometrische Lösung 
der Aufgabe enthält. Vorliegende Arbeit war schon geschrieben, als ihrem Ver- 
fasser jenes Heft zu Gesicht kam. 
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Die Kurve ist nämlich der Ort eines Punktes, von dem aus die 
Strecken mH, mM unter gleichen Winkeln erscheinen; daher ist sie 
auch der Ort der Brennpunkte für die Kegelschnitte der oben erwähnten 
Schar. Unter diesen Kegelschnitten gibt es eine Parabel, deren einer 
Brennpunkt der unendlich ferne Punkt der Geraden mN ist; ihr anderer 
Brennpunkt wird also gefunden, indem man durch H, M die Parallelen 
zu mN zieht, um m den Kreis legt, der die Parallelen berührt und dann 
von M, H die Tangenten an den Kreis legt. Der Schnittpunkt der 
Tangenten ist der Brennpunkt Z der Parabel. Bekanntlich liegt derselbe 
auf dem Umkreis des Dreiecks ABC, und die Leitlinie der Parabel 
geht durch den Höhenpunkt H. Folglich ist die Mittelsenkrechte von 
ZH die vierte Grundtangente der Kegelschnittschar, oder die uneigent- 
liche Lösung. Man hat folgende Konstruktion: 

Sind H, M, m die gegebenen Funkte und ist N die Mitte von HM, 
so ziehe man durch H, M die Parallelen zu mN, lege um m den Kreis, 
der die Parallelen berührt, und ziehe von H, M die Tangenten an den 
Kreis. Ist Z ihr Schnittpunkt, so kann man den Umkreis des gesuchten 
Dreiecks legen, indem er durch Z geht und den Mittelpunkt M hat; 
hierauf ergibt sich der Feuerbachsche Kreis, der N zum Mittelpunkt, 
] MZ als Badius hat, ferner der Inkreis, der m zum Mittelpunkt hat 
und den Feuerbachschen Kreis im Schnittpunkt mit der Verlängerung 
von Nm über m hinaus berührt. Legt man jetzt die Parabel mit Z als 
Brennpunkt und dem Lot von H auf Nm als Leitlinie, so ist die Mittd- 
senkrechte von ZH eine gemeinschaftliche Tangente von Parabel und 
Inkreis, und die drei anderen gemeinsamen Tangenten bilden das gesuchte 
Dreieck. 

Die oben erwähnte Kurve dritter Ordnung schneidet den Umkreis 
außer in Z in den Ecken des Dreieckes und trifft die Seiten des 
Dreiecks in ihren Schnittpunkten mit der vierten Grundtangente. 
Denkt man sich um H als Mittelpunkt den Kreis gelegt, für den das 
Dreieck ABC ein Tripel ist und dann die oben aufgetretene Kegel 
schnittschar in bezug auf diesen Kreis polarisiert, so entsteht ein Kegel- 
schnittbüschel, dessen Grundpunkte A, B, C und ein vierter Punkt Z' 
sind. Die Polarfigur der Parabel ist eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt derjenige Schnittpunkt des Feuerbachschen Kreises mit 
ZH ist, der nicht in der Mitte von ZH liegt; die Asymptoten der 
Hyperbel sind parallel zu den Halbierungslinien der von HZ und dem 
Lot von H auf Nm gebildeten Winkel. Die Hyperbel geht durch II; 
der vierte Grundpunkt Z' ist der zweite Schnittpunkt der Geraden ZH 
mit dem Umkreis, nämlich der Pol der vierten Grundtangente in bezug 
auf den Polarisationskreis. Wird auch die Kurve dritter Ordnung 
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polarisiert, so entsteht eine Kurve dritter Klasse, welche die Seiten des 
Dreiecks berührt. 

Die Fußpunktkurve von M in bezug auf den Inkreis schneidet 
den Feuerbachschen Kreis in den Mitten der Dreiecksseiten, und die 
Fnßpunktkurve von H in bezug auf den Inkreis liefert in den Schnitt- 
punkten mit dem Feuerbachschen Kreise die Fußpunkte der Dreiecks- 
höhen. Da die Halbierungslinien eines Dreieckswinkels und seines 
Nebenwinkels die Strecke MH harmonisch teilen, so kann man um m 
eine Gerade drehen, zum Schnittpunkt mit MH den vierten harmonischen 
aufsuchen und von dem letztem immer auf die Gerade das Lot ziehen; 
diese Lote umhüllen eine Parabel als das Erzeugnis von zwei projektivischen 
Punktreihen, deren eine im Unendlichen liegt. Nun ist ersichtlich, daß 
die Fußpunktkurve vom m in bezug auf die Parabel die erwähnte 
Kurve dritter Ordnung ist, und daß die Halbierungslinien der Dreiecks- 
außenwinkel die gemeinschaftlichen Tangenten sind zwischen der Parabel 
und der Ellipse, für welche m ein Brennpunkt und der Umkreis der 
Kreis über der großen Achse ist. 

2. Die Aufgabe steht mit einigen Sätzen von Steiner in Zusammen- 
hang, die in Bd. II seiner Werke, S. 673, Abschnitt e, angegeben sind. 
Hält man M, in fest, läßt 11, r konstant sein, so bleibt auch m X =» Zf — r 
konstant, und wenn das Dreieck ABC sich ändert, so beschreibt X einen 
Kreis mit dem Mittelpunkt m. Sind H, S Höhenpunkt und Schwer- 
punkt des Dreiecks, so ist bekanntlich MH = 2 MN-, MS= l MX, d. h.: 

Der Ort des Höhenpunktes der Schar Dreiecke ABC, die 
festen Um- und Inkreis haben, ist ein Kreis, dessen Mittel- 
punkt h in der Geraden Mm liegt; ebenso ist der Ort des 
Schwerpunktes ein Kreis, dessen Mittelpunkt s in der gleichen 
Geraden liegt; die vier Punkte .1/, in, s, h sind harmonisch, 
und man hat Mh : hm = 2 : 1 = Ms : sin oder Ms:sm:Mh:mh 
= 2: 1:6:3. 

Es seien A 0 , B 0 , C 0 die Punkte, in denen die Seiten des Dreiecks 
ABC den Inkreis berühren, so stehen die Seiten von Dreieck A 0 B 0 C a 
auf den Winkelhalbierenden von .1 11C senkrecht, und die Höhen dea 
Dreiecks A 0 B 0 C 0 sind zu diesen Winkelhalbierenden parallel: die letzteren 
selber halbieren die bezüglichen Bogen des Umkreises. Siehe Abb, 1; 
aus derselben folgt 

H = MA, = MB, = Mm 
r m -C in m //„ ’ 

wobei H 0 der Höhenpunkt des Dreiecks A 0 B 0 C 0 ist, d. h.: 

Die Schar Dreiecke A 0 B 0 C 0 haben den Höhenpunkt H 0 gemein; derselbe 
liegt auf der Geraden Mm, und es verhalt sich M m : »i H 0 = 1t : r. 
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ist, so müssen die 
Vierecke P H 0 F P, , 
QB'FQ^ T H 0 F T, 
Kreisvierecke mit rech- 
ten Winkeln bei F 
sein; die Punkte P u 
Q„ r, liegen also auf 
der senkrechten Geraden 



Fig 



durch F zu der Geraden Mm, und man hat 



- mB 0 s = mQ- m Q, 



- mC t * = mTmT v 



Nun verlängere 
man tu H 0 bis F, sodaß 

r‘ =* m H 0 ■ mF 



Die Lote in tu auf den Winkelhalbierenden m A, in ß, tnC mögen 
die zu ihnen parallelen Höhen des Dreieckes A a H a ( in P, Q, T 
und die bezüglichen 
Gegenseiten von ABC 
in P,, T, schneiden; 
dann folgt 



r s = m A 0 ! = m P ■ m P, 



aber m H 0 = Mm ■ also 



m F * 



mF- 



mH,' 

rR 
’ Mm 



R* — Mm' 



Aus IC — 2 Br = Mm* folgt r ^r 

R' — Mm' 



mF = 



2 M m 



Eingesetzt 



Bezeichnet man den Schnittpunkt der Geraden Mm mit der Potenz- 
linie von Um- und Inkreis mit G, so ist 

MG*— mG * - B* - r*, 

MG — rnG = Mm, MG + m G = , 

„ R* - r* — Mm* 

m G — ... 

2 Mm 

Somit ist der Abstand der Geraden P, Q, T, von jener Potenzlinie 
m F — mG = GF — ![.— • 

2 M m 
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Wenn die Ecke A des Dreiecks ABC in A, gewählt wird, so 
ändert sich das Lot n iP , und daher auch der Punkt P, nicht. Zu- 
sammengefaßt: 

Errichtet man in m die Lote auf den Linien von m nach 
den Ecken irgend eines der Dreiecke ABC, so schneiden die 
Lote die Gegenseiten des Dreiecks in drei Punkten, die auf 
einer Geraden liegen, und diese Gerade ist für alle Dreiecke 
eine und dieselbe; sie steht auf der Geraden Mm senkrecht 
und hat von dem Punkte m den Abstand 1 ) mF={R*— Mm*):2 Mm, 
und von der Potenzlinie des Um- und Inkreises den Abstand 
GF — r* : 2 Mm. — Sehneidet eine durch m gehende Gerade 
den Umkreis in zwei Punkten, so sind sie Ecken zweier ver- 
schiedener Dreiecke ABC, und die ihnen gegenüber liegenden 
Seiten treffen einander auf derselben genannten festen Ge- 
raden. 

Die SteinerBehen Sätze am Schlüsse des Abschnittes e S. 674 
ergeben sich durch entsprechende Spezialisierung der Formel für das 
Quadrat des Abstandes der zwei Kreismittelpunkte. Sollen sich die 
Kreise rechtwinklig schneiden, so muß der eine Kreis Ankreis sein, 
und man hat die Formel Mm* = R* + 2 Rr zu nehmen und darin zu 
setzen Mm* = 1t* + r*. Wenn die Kreise gleich sein sollen, so ist in 
der gleichen Formel B = r zu setzen. 

3. Aus der Abbildung 1 ergeben sich einige Folgerungen. Für 
ein Dreieck A 0 B 0 C a ist m der Mittelpunkt des festen Umkreises, und 
daher liegt der Schwerpunkt »S'„ so, daß mS 0 : S 0 11 0 = 1:2 ist, d. h.: 

Die Dreiecke A 0 B 0 C t haben alle den gleichen Schwerpunkt; der- 
selbe liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. 

Die Mitte von m 11 0 ist für das Dreieck A 0 B„C 0 der Mittelpunkt 
des Feuerbachschen Kreises, dessen Badius ^ ist, d. h.: 

Die Dreiecke A 0 B 0 C 0 haben alle den gleichen Feuerbachschen Kreis; 
sein Mittelpunkt liegt ebenfalls auf der Geraden Mm. Dieser Kreis 
schneidet daher die Winkelhalbierenden Am, Bin, Cm des Dreieckes 
ABC in den Mitten der Dreiecksseiten B 0 (\, C 0 A 0 , A g B 0 und halbiert 
auch die Linien ll 0 A g , H 0 B 0 , H 0 C 0 . 

Es ist ersichtlich, daß die Seiten der Dreiecke A 0 B 0 C 0 die Polar- 
figur des Umkreises M in bezug auf den Inkreis m umhüllen. Be- 
zeichnet man für ein Dreieck A 0 B 0 C 0 den Mittelpunkt seines In- 



1) In den Steinersehen Angaben ist mF mit mG verwechselt. 
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kreises mit /i, dessen Radius mit q und die Mitte von nt H 0 mit n, 
so hat man 



folglich 



r s — m/i* = 2rp, Ir — pn^g, 
r % — »i/i* — 2r (}r — /in), »Tfi* = 2r • /in. 



Diese Delation sagt aus, daß für die Dreiecke A 0 B 0 C 0 die Mittel- 
punkte ihrer Inkreise auf einer Kurve vierter Ordnung liegen. 

Weil < mPH 0 = >nQH 0 = mTH„ = 90°, so liegen die Punkte 
P, Q, T auf dem Kreis mit nt H 0 als Durchmesser, und weil m P, mQ, 
mT parallel zu B 0 C 0 , C a A ü , A 0 B 0 sind, so ist Dreieck PQT ähnlich 
A,B 0 C 0 . 

Für die Dreiecke PQT gelten also dieselben Sätee wie für die 
Dreiecke A 0 B 0 C 0 . 

Denkt man sich m, H 0 gewählt, r gegeben, so folgt aus den zwei 
Gleichungen 

B % — Mm* = 2 Br, - - , 

' r m H, ’ 



B — 



2r 3 

r* — mH' ’ 



Mm 



2r* mH, 
r’ — nvH, * ’ 



d. h.: 



Bewegt man die Ecken eines Dreiecks A 0 B 0 C 0 auf einet n Kreis m (r), 
sodtiß der Höhenpunkt H 0 des Dreiecks fest bleibt, so bilden die Krcis- 
tattgenien in den Punkten A 0 , B 0 , C 0 solche Dreiecke ABC, die einem 
festen Kreise eingeschrieben sind. 

Für die Dreiecke ABC bewegt sich, wie eingangs Abschnitt 2 
gezeigt ist, der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises auf einem 
Kreis, und der Radius des erstem ist konstant \R, d. h.: 

Die F'euerbachschen Kreise der Dreiecke ABC berühren zwei feste 
konzentrische Kreise. 

Verlängert man mi„ »iB v mC, je um sich selber liberal,, Il lt (\ 
hinaus, so sind die entstehenden Punkte m l , m s , m 3 die Ankreismittel- 
punkte des Dreieckes ABC, folglich: 

Die Ankreismittelpunkte der Dreiecke ABC bilden Dreiecke m t m t ni t , 
die einem festen Kreis vom Radius 2R eingeschrieben sind; da die 
Dreiecke m 1 m s m 3 den festen Punkt m zum Höhenpunkt haben, so gelten 
für sie dieselben Sätze wie für die Dreiecke A 0 B„C 0 . 

4. Zum Schlüsse soll die Abb. 2 benutzt werden, um einen ein- 
fachen Beweis des Feuerbachschen Satzes und einige metrische Re- 
lationen für ein Dreieck abzuleiten. (Abb. 2). Von dem Schnittpunkt 1 
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der Winkelhalbierenden AA X mit der Gegenseite BC ziehe man das Lot 
auf die Linie DL, die zu MA parallel ist, so muß dieses Lot IK 
aus SymmetriegrQnden (^C.CAM — BAH) den Inkreis und auch den 
Ankreis, der zu BC gehört, berühren. Legt man den Inkreisradius 
niK' nach dem Berührungspunkt, so sind ND und mK' parallele 
Radien von Feuerbach- und Inkreis, und zum Beweise für die Be- 
rührung der zwei Kreise genügt es, nachzuweisen, daß die Gerade DK' 




Fig. J 



die zwei Kreise im gleichen Punkte L' schneidet, der dann äußerer 
Ahnlichkeitspunkt und Berührungspunkt ist. Die vier Punkte A, m, I, m t 
(wobei mA x — A { »i, und »», der Mittelpunkt des Ankreises ist) sind 
harmonisch und also auch ihre Projektionen auf BC. Folglich 

DD* -DI DA'. 

Aus dem Kreisviereck KIA'L mit rechten Winkeln bei K und 
A! folgt 

DI- DA' -DK- DL, also DD* -I)K DL. 
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Nun hat man für L' auf dem Inkreis DK'- DL' = DD'* und für 
L' auf dem Feuerbachschen Kreis wegen des Kreisviereckes KK' L' L 
mit rechten Winkeln bei K und L' 

DK'- DL' = DK ■ DL = DD'*, 

wie es sein muß. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, daß der Feuerbachsche Kreis auch 
die Ankreise berührt. 

Verlängert man die Höhe AA' des Dreieckes ABC bis zum 
Schnittpunkt A" mit dem Umkreis, so ist bekanntlich 

HA'-A'A", HA" — 2 HA'. 

Die Potenz des Höhenpunktes H in bezug auf den Umkreis des 
Dreieckes ist daher 2 • HA ■ HA’. Dieselbe ist aber auch Ii* — HM*, 
folglich 

(1) HM* =■ R 1 — 2 -HA ■ HA'. 

Da N in der Mitte von MH liegt und Nm = \R — r ist, so hat 
man Hm 1 + Mm* = 2 + 2 (J R — *•)*; setzt man hierin für HUP 

den obigen Wert und Mm* = R* — 2/ir, so folgt 

(2) Hm* - 2 r* - HA ■ HA'. 

Wählt man den Mittelpunkt m, des Ankreises über BC, dessen 
Radius r, sein möge, so ist 

Mm* = R* + 2ilr 1 , Nm, = ^.R + r,, 

Hm* + Mm* * 2(-" 3f )% 2(> /f + r,)*. 

Also 

(3) Hm* = 2r* - HA ■ HA', 
und analog 

(4) Hm* = 2»| — HA ■ HA’, 

(5) Hm* = 2r* - HA ■ HA'. 

Betrachtet man H als gegeben und den Umkreis, beziehungsweise 
den Inkreis oder einen Ankreis gewählt, so enthalten die Formeln 1 bis 
5 folgenden Satz: 

Alle Dreiecke mit dem Höhenpunkt H, die dem Umkreis einbeschrieben 
und el>enso diejenigen, die dem Inkreis umschrieben oder einem Ankreis 
anbeschrieben werden können , sind Tripd für denjenigen Kreis, der II 

jcum Mittelpunkt und den Radius V\ (IIM* — R*) hat. Die Seiten der 

Archiv der Mathematik und Physik 111. Boihe. XII. 3 
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ersten Dreiecke umhüllen den Polarkegelschnitt des Umkreises, und die 
Ecken der andern Dreiecke liegen auf dem Polarkegdschniäen des In- und 
der Ankreise in bezug auf den Kreis mit dem Mittelpunkt H. 

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4), (5) lassen sich verschiedene 
andere ableiten, z. B. 

HM*-2Hm*-B*-4r*, HM*-2Hm*-B*-4r*, Hm\-Hm\=2{r*-t%), 
Hm* + Hm\ + Hm\ - 3 Hm* - 2(r» + r\ + r* - 3r s ), 

Hm * + Hm* - HM* - 2(r* + r*) - B*, 

Hm* + Hm* + Hm* + Hm* - 2HM* = 2{r* + r\ + r* + r* - B r ). 
Zürich, Ende Dezember 1904. 



Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. 

Von Cl. Schaefer in Breslau. 

Bei allen Beweisen des zweiten Hauptsatzes wird von der Zustands- 
gleichung der idealen Gase in folgender Weise Gebrauch gemacht: 
Wenn ein System eine Wärmemenge d(j in einem umkehrbaren Prozesse 
aufnimmt, so läßt sich eine Funktion h so bestimmen, daß das Produkt 
hdQ gleich dem totalen Differential einer Funktion S ist, die nur von 
dem augenblicklichen Zustande des Systems abhängt. Da (IQ nach 
dem ersten Hauptsatz keineswegs ein totales Differential ist, so ist h 
der, oder genauer gesagt, ein integrierender Faktor von <IQ. Es kann 
ferner gezeigt werden, daß h nur eine Funktion der Temperatur ist, bei 
der das betreffende System die Wärmemenge d Q aufnimmt, dagegen 
unabhängig von allen individuellen Eigenschaften des Systems. Ist also 
der integrierende Faktor h für eine einzige Substanz bekannt — er ist 
es in der Tat für ein ideales Gas — so ist er für alle Substanzen be- 
stimmt. Unter Zuhilfenahme der bekannten thermodynamischen Eigen- 
schaften eines idealen Gases ergibt sich h — wenn T die sogenannte 

absolute Temperatur bedeutet. Man gewinnt dann den zweiten Haupt- 
satz in der Form 

(1) -£--dS. 

Aus den obigen Darstellungen ergibt sich sofort, daß es keineswegs 
prinzipiell notwendig ist, sich auf die thermodynamischen Daten eines 
idealen Gases zu stützen, vielmehr würde jede beliebige andere Substanz 
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dasselbe leisten, wenn nur eben diese Daten bekannt wären. Durch die 
Forschungen der letzten Jahre ist das nun in der Tat für eine zweite 
Substanz der Fall, nämlich für ein von gleich temperierten Wänden 
umschlossenes Vakuum, in dem die schwarze Strahlung herrscht, mit 
anderen Worten für den Kirchhoffschen Hohlraum. 

Wir wissen durch die experimentellen Untersuchungen von Lummer 
und Pringsheim, daß die Energie pro Volumeneinheit eines solchen 
Hohlraumes gleich ist oT*, wo T die Temperatur in Celsiusgraden, 
vermehrt um 273° bedeutet; <J ist eine Konstante, deren absoluter 
Wert bekannt ist, uns aber hier nicht interessiert. 

Hat der Hohlraum das Volumen V, so ist die Energie 
(2) V — aT* V 

Auf die Wände dieses Hohlraumes wirkt der Maxwellschen Theorie 
infolge ein Druck 




dessen Existenz und Betrag durch die Untersuchungen von Lebedew, 
Nichols und Hüll festgestellt ist. Das ist hinreichend, um in dem 
Beweise des zweiten Hauptsatzes das ideale Qas zu ersetzen durch den 
schwarzen Körper. 

Wir wollen zunächst den ersten Hauptsatz auf diese „Substanz“ an- 
wenden, und zwar wollen wir zwei besonders einfache Fälle betrachten, 
nämlich einen isothermen und einen adiabatischen Prozeß, die beide 
rerersibd geführt werden. 

Setzt man in die Gleichung des ersten Hauptsatzes für U und p 
ihre Werte aus (2) und (3) ein, so folgt für den isothermen Vorgang: 

oT*dV=dQ + A = dQ-j T*dV, 

oder 

= | oT*dV-, 

für einer^ endlichen isothermen Prozeß folgt also 
W Q-toPiV,- V x ), 

wenn V a des Volumen des Endzustandes, V 1 das des Anfangszustandes 
bedeutet. 

Der adiabatische Vorgang ist charakterisiert durch d Q — 0; also 
liefert der erste Hauptsatz die Beziehung: 

(5) dU pdV 

oder mit Benutzung der Werte aus (1) und (3): 

<sT i dV+ UT'VdT | T*dV 

s* 
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oder 

| aFdV+WPrdT - 0 

oder 




oder endlich 

(6) T* ■ V = Constans. 

Das ist die Bedingung für einen adiabatischen Prozeß. 

Der größeren Anschaulichkeit halber wollen wir nun noch einen 
reversibeln Carnotschen Kreisprozeß durchführen. Derselbe besteht 
bekanntlich aus 2 isothermen und 2 adiabatischen Veränderungen, wie 
aus dem Diagramm Fig. 1 zu ersehen ist. 

Der Hohlraum befinde sich zu Anfang auf der Temperatur T l und 
habe das Volumen V,. Durch isotherme Dilatation wird letzteres auf 

V s vermehrt, wobei aus einem Wärme- 
reservoir von einer Temperatur, die nur 
unendlich wenig höher ist als T lt die 
Wärmemenge <J 1 an den Hohlraum ab- 
gegeben wird. Nach Gleichung (4) ist 

(7) Q 1 =i*Ti(V,-r t ). 

Dann wird die ^Substanz“ adiabatisch 
diktiert, wobei die Temperatur auf T t 
sinkt und das Volumen auf l' s steigt; im 
dritten Stadium wird durch isotherme Kompression bei der Temperatur 7 ’ s 
das Volumen auf V t verkleinert, wobei aus einem zweiten W T ärme- 
reservoir (ebenfalls reversibel) die Wärmemenge — Q t aufgenommen 
wird. Endlich wird wieder adiabatisch diktiert, bis die Temperatur 
auf T, gesunken und das Volumen wieder den ursprünglichen Wert 
angenommen hat. Der Hohlraum ist dann wieder in seinem^nfangs- 
zustande, d. h. seine Energie ist unverändert; folglich liefert der erste 
Hauptsatz das Resultat: 

Qt + Qi-Qi-Qi^-A -2 fi pdr, 

wobei die Summe über die 4 Teilprozesse zu erstrecken ist. Diese 
Summe kann man berechnen; es ist nämlich: 

t, i -, r,y, T,r . r,r, 

2/ P d v “ fpd v +JpdV +fpd V +JpdV ; 

r,r, r.i , r, r, r, V. 




*-V 

Fl*. 1 
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dabei ist, wie aus den Grenzbezeichnungen ersichtlich, das erste und 
dritte Integral auf isothermem, das zweite und vierte auf adiabatischem 
Wege zu erstrecken. Es ergibt sich so der Reihe nach: 



fpdV - ‘ T}(F,- V t ), 

K>-, 



y. 

JpdV=lT}(V t -V , ); 
r,r. 



ferner nach Gleichung (5) 





o(TIV 3 -T*V,), 




U = — a(T\ V x — T* F 4 ) . 

T,r. 



Durch Addition folgt daraus 

(«) 2fp dV -- Ä -i*i T iW - ^^(F.-F.)}. 

Diesen Ausdruck kann man vermittels Gleichung (6) vereinfachen. 
Beachtet man nämlich, daß F s und F, einerseits, und F 4 und F, 
andrerseits durch einen adiabatischen Prozeß ineinander übergeführt 
werden, so folgt: 

T\V t -T\V % , T\ V, = T\ F 4 , 
oder durch Subtraktion: 

TU.V i -V 1 )=T\(V 3 -V t ). . 

Dies in (8) eingesetzt, ergibt 
(9) — A = ^tfJJl'Fj — VJiT, — T s ). 

.1 ist die dem System von außen zugeführte Arbeit. Setzt man A — — A ', 
so ist Ä die vom System nach außen geleistete Arbeit; also geht (9) 
über in 

(9a) A' = \ e T\(V t — F,) (T, — T,). 

Das Verhältnis von A’ zu der aus dem ersten Wärmereservoir ent- 
nommenen Wärmemenge Q, nennt man den Wirkungsgrad ij des 
Camotschen Kreisprozesses. Derselbe wird demgemäß nach (9a) und (7): 

(loi JL ~ * 4»rf(F,-r,)(r,-r,) r, -r, 

«, 1 ierJCF.-F.) t , ’ 

das ist der nämliche Wert, den man bei Benutzung eines idealen Gases 
erhält, wie es sein muß. 
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Führt man für A' nach dem ersten Hauptsatz noch den Wert 
+ Qi e * n > 80 folgt aus ( 10 ) das bekannte Resultat: 



( 11 ) 



ft_+ft 

ft 




oder £' + ?’ — 0 . 

J i 



Bevor wir nun zum Beweise des zweiten Hauptsatzes übergehen, 
wollen wir noch ein spezielles Resultat für unseren Hohlraum ableiten, 
indem wir, diesmal ganz allgemein, den ersten Hauptsatz darauf an- 
wenden. Es ergibt sich 

dü^diprV^-dQ-pdr^dQ- ‘ T*dV, 
dQ - \ PdV + WPVdt . 

Bilden wir nun den Ausdruck d ,f? , so folgt 
(12) ^ f o { Fd V + 3 T-d T V) - 3 ad (7* V), 

d. h. für unseren Hohlraum ist ein totales Differential; der inte- 
grierende Faktor von dQ ist ^ • 

Dieses Resultat werden wir zur Ableitung des zweiten Haupt- 
satzes benutzen. 

Wir berechnen zu diesem Zwecke den Wirkungsgrad eines unend- 
lich kleinen Carnotschen Prozesses, der mit einer beliebigen Substanz 

ausgeführt wird. Wir nehmen 
demgemäß an, daß die Tempe- 
raturen 7) und 7', sich nur um un- 
endlich wenig von einander unter- 
scheiden; also 7)— 7’ s =d T 1 . Auch 
die beiden adiabatischen Kurven 
des Kreisprozesses unterscheiden 
sich nur um unendlich wenig von 
einander. Nehmen wir an, daß 
die adiabatische Bedingung für 
unsere Substanz durch die Glei- 
chung S = constans gegeben sei, 
so erteilen wir der ersten Adiabate den Wert S, und der zweiten den 
Wert S, und setzen dabei fest, daß S, — S,~ öS sein soll. Man erhält 
so das Diagramm Fig. 2. 

Statt den Zustand des Körpers anzugeben durch die Koor- 
dinaten p und V, können wir ihn offenbar auch gegeben denken durch 
korrespondierende Werte von T und S; d. h. wir fassen p (den Druckt 
und V (das Volumen) auf als Funktionen der neuen unabhängigen 
Veränderlichen T,S. 
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Die bei dem Kreisprozeß geleistete Arbeit wird durch den ln 
halt des krummlinigen Vierecks ABCD gegeben, welches aus geo- 
metrischen Gründen sich ergibt zu: 



6A' = ( 



cp dV 
dT dS 



cp 0l\ 
cS cT) 



dSdT ; 



der Klammerausdruck ist die Substitutionsdeterminante von dp und d V 
als Funktionen von S und T. 

Der Wirkungsgrad wird gegeben durch den Ausdruck: 

(dp_ <> v _ <>P_ dj\ x T 

(13) ÖA' = «Q,+«Q, Ur SS dS dT) 

«Qi ” *Q, = ” «Ql 



Nun ist auf den Adiabaten, d. h. den Kurven dS = 0, auch die Glei- 
chung d Q = 0 erfüllt, d. h. S uud Q verschwinden gleichzeitig, sodaß 
man setzen kann 

dS = h ■ dQ, 

wo h eine Funktion der Zustandsvariabein ist, in der im allgemeinen 
aber noch als Parameter die individuellen Eigenschaften des betreffenden 
Körpers enthalten sein könnten. In unserem Falle also gilt die Doppel- 
gleichung: 

(14) as = h 1 öQ l 



wo Ä, und /( s die den Temperaturen T i und 1\ zugehörigen Werte 
dieser Funktion bedeuten. Wir können also in (13) setzen 



(15) 



d A‘ | dp dV cp SV \ 

« Q, ~\dT dS ~ dS dT) 



hö T — F(S,T)dT-, 



der Faktor von dT ist hier, um seine Natur zu charakterisieren, in 
die Form F(S,T ) gebracht worden. 

Es läßt sich nun zeigen, daß F(S,T ) für alle Körper denselben 
Wert hat, wenn man diese Körper zwischen den nämlichen Tempera- 
turen T x und T t arbeiten läßt; darauf gehen wir hier nicht ein, da 
dieser Beweis in allen Lehrbüchern der Thermodynamik eingesehen 
werden kann. F kann also nur Funktion der Temperatur sein, und 
zwar für alle Körper die nämliche. 

Es ist nun immer nach Gleichung (14) 



da T, — T, — dT sehr klein ist, darf man setzen -r i- 

h, h, 



dr 



ÖT, 



also 



SA’ = öQi + dQ i 



0 f 



«TdS: 
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bildet man den Wirkungsgrad, so folgt 



(16) 



SA' SQ,+SQ, 
d</,” SQ, 



h 



d 

Tf aSiT .Jl 

SS h oT 



ÖT. 



Vergleicht man diesen Wert mit dem andern in Gleichung (15), so folgt- 

d\ dh 

h = F(T) oder ~-F(T)dT 

log h = -j F(T)dT+*(ß) 
h = e ‘ ■ g (S). 

<f(S) ist dabei eine vollkommen willkürliche Funktion der andern 
Zustandsvariabeln S. 

Wir erhalten also unendlich viele integrierende Faktoren: zu jedem 
<p(S) gehört ein h. Setzen wir willkürlich g iS) = 1 , so ist durch 
Kenntnis des Wertes von h für eine einzige Substanz h für alle Sub- 
stanzen bekannt. 

Nach Gleichung (12) ist aber für einen Hohlraum 7* = ; folglich 

für alle Substanzen h = ~ ■ Also ist allgemein 

-~T = dS ein totales Differential. 



Das ist der Inhalt des zweiten Hauptsatzes.*) 
Breslau, im Februar 1907. 



1) Ich möchte hier auf eine Arbeit von A. Byk (Ann. d. I’tiys. 19, 1906) hin- 
weisen, die mit der vorliegenden mehrfache Berührungspunkte hat; Herr Planck 
hat mich auf dieselbe aufmerksam gemacht. Was die von mir gewühlte Beweis- 
form des zweiten Hauptsatzes angeht, so habe ich mich an H e 1 m h o 1 1 z ’s „ V orlesungen 
über die Theorie der Wärme“ mit Absicht so eng als möglich angeschlossen, um 
mich hier kürzer fassen zu können. 
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Tangentenkonstruktionen für die Unikursalkurven, 
welche als Orthogonalprojektionen der Selbstschattengrenzen 
von Regelschraubenflächen auf eine achsennormale Ebene 

auftreten. 

Von Eduard Janisuh in Prag. 

1. Hat man zwei konzentrische Kreise 6, 77 und in ihrer Ebene 
einen festen Punkt a gegeben, und zieht man durch a einen beliebigen 
Strahl a, der 6 im Punkte c trifft, zeichnet man ferner in dem Punkte 
* auf 77, der mit c und dem Mittelpunkte o der beiden Kreise in 
gerader Linie liegt, die Tangente an 77, dann trifft diese die a in einem 
Punkte p, der eine Unikursalkurve 4. Ordnung beschreibt, wenn a um 
o sich dreht. Diese Kurve stellt die orthogonale Projektion auf die 
Zeichenebene der Eigenschattengrenze einer offenen Regelschrauben 
fläche vor, deren Achse durch o senkrecht zur Zeichenebene geht. 1 ) 

Errichtet man noch in o auf dem Radius oc: r die Senkrechte, so 
trifft diese die a in einem Punkte d, welcher ebenfalls einer Unikursal- 
kurve 4. Ordnung angehört, die analoge Bedeutung wie die Kurve (j > ) 
hat, nur ist die in Betracht kommende Regelschraubenfläche eine ge- 
schlossene. 

2. Eine Quelle für mannigfaltige einfache Tangentenkonstruktionen 
für die d- und die 2>-Kurve unter 1. liefert die Auffassung dieser 
Kurven als tafelparallele Schnitte einer windschiefen Fläche 4. Grades, 
die wie folgt zustande kommt. 

Es sei o, in der Tafel gelegen, die Spitze eines Rotationskegels ( K ) 
mit tafelnormaler Achse; (S und 77 seien beziehungsweise die ortho- 
gonalen Projektionen auf die Zeichenebene zweier Parallelkreise ((£), 
(77) von (Tüj, so daß ocx die Projektion einer Mantellinie von (K) 
darstellt. In a endlich treffe die Zeichenebene eine zu ihr normale 
Gerade (31). Stellen wir uns nun vor, die a sei die Projektion einer 
Tangente (o) des Kegels (K) und zwar jener, die den Parallelkreis (6) 
im Punkte (c), dessen Projektion der Punkt c ist, trifft, so bemerken 
wir, daß die (a) die (31) in einem Punkte (a) schneidet, dessen Pro- 
jektion a ist. Der Ort der Geraden (a) ist ersichtlich eine windschiefe 

1) Vgl. etwa Rohn-Papperitz, Darstellende Geometrie, 2. Bd., S. 

*o eine Übersicht über die verschiedenen Gestalten gegeben wird, welche diese 
Kurve annehmen kann. 
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Fläche ( F ) vom 4. Grade, deren Tafelspur durch die rf- Kurve dar- 
gestellt wird, während die p - Kurve die Projektion ihrer Schnittkurve 
mit der Ebene des Kreises (J7) bedeutet. 

3. Die Doppelkurve 3. Ordnung der ( F) zerfällt in die Gerade (31) 
und in eine Ellipse (33), deren Projektion der über ao als Durchmesser 




beschriebene Kreis 33 ist. Daß (31) eine Doppellinie der (F) vorstellt, 
sieht man unmittelbar ein, denn die tafelnormale Ebene durch ao ist 
ja eine Symmetrieebene von (F). 

Bemerkt man, daß in der tafelprojiziereuden Ebene durch (a) noch 
eine zweite Erzeugende (a*) der (F) enthalten ist, deren Schnitt- 
punkte (c*) und (rf*) mit (G) beziehungsweise mit der Tafel leicht 
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angegeben werden können [denn es ist offenbar c* der zweite Schnitt- 
punkt von 6 und a, während d* so liegt, daß cd* und <*d gleich, aber 
entgegengesetzt gerichtet sind], so findet mau die Projektion b des 
Schnittpunktes b* =* (a) x (a*), welcher der Doppelkurve (8) angehört, 
als Mitte von cc* oder ulso als Fußpunkt des Lotes aus o auf a. 

Der Ort von b ist mithin der über ao als Durchmesser beschriebene 
Kreis. Bedenken wir jetzt, daß die o(b) in der Tangentialebene des 
Kegels (K) längs o(c) liegt, so stellt uns ß — der Schnitt der Tan- 
gente an 6 in c mit der ob — die Projektion des Spurpunktes (ß) der 
o(b) mit der Ebene des Parallelkreises (6) dar. Der Ort von ß ist 
alier die Polare von « für (£, somit ist (SB) eine ebene Kurve und zwar 
ist die zu ao normale Gerade S durch o die Tafelspur der Ellipse (31). 

4. Wir sind nunmehr in der Lage für irgend einen Punkt der (n) 
die Tangentialebene der ( F ) anzugeben, denn wir kennen die Tan- 
gentialebenen in den drei Punkten («), Qi), (c). Nennen wir a, b, C 
die Tafelspuren dieser Tangentialebenen, so ist n identisch mit der 
gleichbezeichneten Projektion der (a), und c ist die Tafelspur der Be 
rflhrungsebene an (K) längs o(c ). Die b ist die Gerade dS, wo 6 den 
Schnittpunkt von 4 mit der Tangente an den Kreis 39 im Punkte h 
bedeutet. Dieser Punkt ist die Mitte der Strecke, die von o und dem 
Punkte q x 4 begrenzt wird. Um für einen vierten Punkt f p) der (a) 
die Tafelspur p der Tangentialebene verzeichnen zu können, berück- 
sichtigen wir die bekannte Beziehung, daß das Doppelverhältnis 
((a) (b) (c) (/))) gleich ist dem Doppelverhältnisse der vier Tangential- 
ebenen in («), (b), ( c ), (p), welches aber denselben Wert bat wie das 
Doppelverhältnis (abcp) der vier Tafelspuren jener Ebenen. Da die 
Projektionen a, b, c, p ein Doppelverhältnis besitzen, welches dem 
Doppelverhältnisse der vier Punkte im Raume gleichkommt, so haben 
wir mithin p so zu bestimmen, daß (abcp) — (abcp) ist. Man sieht 
leicht ein, daß die p eine Parallele der Tangente in p an die Projektion 
des tafelparallelen ebenen Schnittes der (F) durch (p) darstellt, so daß 
jede Ermittelung von p zugleich das Problem der Tangentenkonstruktion 
der p- Kurve löst. 

5. Wir wenden die Ausführung des vorigen Artikels zunächst an, 
um die Tafelspur b der Tangentialebene im Tafelspurpunkte d der (a) 
zu konstruieren. Die b ist offenbar zugleich Tangente im Punkte d 
der d-Kurve. Wir können unmittelbar den Schnittpunkt rf, der b mit 
irgend einer Geraden g, der Zeichenebene ermitteln. Nennen wir o,, 

r, die Schnittpunkte der g, mit beziehungsweise a, b, C, so ist 
(abcd) (a t b 1 c l d l ), und es gibt also der Punkt x l — bc, x eb t , mit a 
verbunden, die Direktionsachse A der beiden projektiven Punktreihen 
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(ah cd . . .) und (a 1 li l c i d i . . .), so daß d, etwa erhalten werden kann, 
indem wir den Schnittpunkt von A mit c, d verbinden mit c und die 
Verbindungslinie mit der g, in d, zum Schnitte bringen. In der Figur 
erscheint die g, als die Parallele zu b durch den Schnittpunkt a x S, 
der also den Punkt darstellt, angenommen. Der Punkt b, liegt un- 
endlich fern und c, = c x g, liegt im Endlichen. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß in diesem Falle A = ox, parallel 
zu c läuft. Wegen (o6)*=» bc ■ bd = ha ■ ba, besteht die Proportion 



6a, _ M j 8 t c u ba, _ 6c, un j daher ist <Je ' =■ 1 

bc ba ’ 1 '' 1 *’ 6c bx x ’ bx, ba * 

woraus unmittelbar unsere Behauptung A = ax , parallel zu c,d oder c 
folgt. Da die cx, offenbar die Strecke a,s (s Schnittpunkt von ö mit 
der Tangente an 6 in c halbiert, so ist d,s — 2 cs. 1 ) Verbinden wir 
p mit d, und den Schnittpunkt y, der A und der pd, mit d, so trifft 
diese Verbindungslinie die g, in /),, und dp, stellt die Tafelspur der 
Tangentialebene in ( p ) der (F) vor, d. h. die Parallele zu p, d durch 
p liefert die Tangente der p- Kurve im Punkte p. 



6. Von der Ermittelung des Punktes d, umabhängige Konstruktionen 
für die Tangente in p ergeben sich natürlich ebenfalls sehr leicht. 
Ziehen wir durch p die Parallelen a', b', c' zu bezw. a, b, c (a'=a); 
so ist, wenn p' die Tangente in p bedeutet: (a'b'c'p') = (abcp). 
Nennen wir a, b‘, c\ p die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden 6 
mit den Strahlen a', b', c', p', so ist auch (a’b'c’p') = (abcp), und die 
Verbindungslinie von a mit dem Schnittpunkte bc’ x cb' ist die 
Direktionsachse der beiden projektiven Reihen (a’b'c'p’) und (abcp), 
so daß p’ erhalten werden kann als Schnitt von 6 mit der Verbindungs- 
linie der Punkte c und A' x c' oder b und A' x b\ 



Ziehen wir speziell durch a eine Gerade g", so schneidet diese 
den Büschel (a'b'c'p') in einer Punktreihe (a"b" c"p"), welche mit der 
Reihe (abcp) perspektiv liegt, und es ist daher der Schnittpunkt von 
bb" und cc" das Perspektivitätszentrum ö", welches offenbar der p' 
angehört. In der Figur ist g" mit A identisch angenommen. 



Prag, 24. Juli 1904. 



1) Vgl. Wiener, Darstellende Geometrie, 2. Bd., S. 503. 
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La spirale de Pappus; 

Par M. Gino Loria ä GeneB. 

1. Un celebre geometre grec, Pappus d’Alexandrie, a remarque 1 ) 
que, comme on fait naitre dans le plan une spirale par la trace d’un 
point qui se meut avec une vitesse constante sur une droite tournant 
autour d'un de ses points avec une vitesse egalement constante, on 
peut engendrer sur une sphere une spirale d’une maniere semblable. 
Imaginons, en effet, qu’un grand cercle de la sphere (dont nous 
appellerons 0 le centre et R le rayon) tourne uniformement autour 
d’un de ses diametres (1 ’axe de la figure) en partant d’une certaine Po- 
sition initiale-, supposons encore qu’un point P parte d’une des ex- 
tremites A de Taxe et parcoure la peripherie de ce cercle avec un 
mouvement egalement uniforme et tel que, lorsque le plan du cercle a 
fait un tour complet, le point P ait decrit un quadrant.*) Par le Con- 
cours de ce double mouvement le point P tracera sur la sphere une 
courbe, qui est l’analogue de la spirale d’Archimede, et qu’on peut bien 
appeler (ce que nous ferons) «spirale de Pappus». 

Pour la representer analytiquement nous nous servirons d’un 
Systeme de coordonnees polaires sur la sphere: ä savoir l’arc p du grand 
cercle compris entre le point considere et le point A et l’angle ra que 
l’arc AP fait avec la position initiale du grand cercle mobile. Alors 
les condition« imposees au mouvement donnent tout de suite la relation 

(1) co — 4p 

qui est precisement l’equation polaire de la courbe dont il s’agit. 

A l’aide de cette equation il est aise 5 ) d’etablir une propriete me- 
trique dont jouit la courbe de Pappus et qui n’a pas echappe ä ce 
geometre. En effet, la differentielle dS de l’aire balayee par l’arc AP 
lorsque le point P decrit la courbe, s’exprime par la formule 

clS = R 3 dco (1 — cosp) 

1) ColitctioMs malhemalieae (ed. Hultschi, p. 264 

S) Cette derniere condition peut bien etre supprimee «ans qu’il en resulte 
L perte d un bon nombre des proprietes de la courbe en questiou; en l'ötant 
on roit naitre toute une classe de courbe», quelques -unes algebriques, d’autrcs 
transcendantes. 

3) Comp, mon ourrage Le ncienze esatte nell’ anticn Grecia. Libro II: II 
ftriodo argcnleo della gcometria greca, p. 12. 
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ou bien, ä cause de l’equation (1), 

dS = 4iJ*tf p (1 — cos p); 

en integrant depuis p -= 0 jusqu'ä p =■= * on tronve: 
S-4J?(p-.inp)* 

Mais la surface E de la demi-sphere est » 2% R* y par consequent 

n 



K 7t 4 




egalite qui exprime la propriete citee. 

2. Pour parvenir a une representation des coordonnees de la 
spirale de Pappus en fonction d’un parametre, nous choisirons un 
Systeme d’axes cartesiens orthogonaux, ayant Taxe des z parallele ä 
Taxe de la figure. Alors, si a, b, c sont les coordonnees du centre O 
de la sphere et x, y, z cclles du point P, on aura 

x = a + II sin p • cos ro, y = 6 + R sin p • sin ca, z = c + R cos p, 
c’est-ä-dire, ä cause de l’equation (1), 

(2) x — a -f Hain p • cos4p, y — b-{- R sin p • sin4p, z = c + B cosp, 
ou bien 

x — a + "ä" (sin 5p — sin 3p) 

(3) y — 6 + ~ (cos 3p — cos 5p) 
z = c + R cos p . 

Or si l’on pose t — tg ^ , ces equations se transforment en d’autres qui 
donnent x , y, z comrae fonctions rationnelles entieres de degres ^ 10 
de la variable t. Cela prouve que (tandis que la spirale d’Archimede 
est une courbe transcendente): 

La spirale de Pappus est une würbe rationnette du dixieme ordre. 1 ) 

1) Tout le monde sait que lee anciens ont conuu une courbe gauche du 
quatriime ordre: c'est celle dont s'est servi Archytas pour r^soudre le Probleme 
de Dtflos. Mais, ei je ne me trompe, personne juBqu' ü present n'avait fait la 
remarque qu'ile en ont considdre une d'un degre aussi (deve que la spirale de 
Pappus; M. Dome« Teixeira, qui a applique a cette courbe les methodes et 
les theories de l'analyse infinitesimale (voyex son Tratados de las curvas espedales 
notables; Madrid 1906, p. 521 — 524:, na pas remarque, au moius eiplicitement, 
qu'il s'agissait d‘une courbe algebrique. 
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II est en general plus avantageux de conserver p comme variable 
independante et par suite les equations (2) ou (3) comme equations de 
la courbe. 

3. De ces equations on tire 

|^ = tg4p, x-a +y-6 S -B*sin*p; 



si donc on pose 



V*-o* + y-6*- «, 



<P - 4p, 



n = 11 sin p 



d'oü, par l’elimination de p, 

(4) m = Ä sin -j- ; 



c’est l'equation, en coordonnees polaires u, tp de la projection ortho- 
gonale sur le plan xy, de la spirale de Pappus; or l’equation (4) re- 
presente une rosace, 1 ) donc: 

La projection orthogonale de la spirale de Pappus sur un plan 
mrnml ri l'axe est une rosace (du dixicme ordre). 

On parvient a deux autres courbes du meme ordre, mais qui 
n'appartiennent, ä ce que je crois, ä aucune classe connue, en projetant 
la spirale de Pappus (sur le plan xz, c’est-ü-dire) sur un plan parallele 
i la position initiale du eercle mobile ou bien (sur le plan yz, c'est- 
ä-dire) sur un plan parallele ä l’axe de la figure et normal ä cette 
Position initiale. 

Si au contraire on projette la courbe du centre 0 (a,h, c) de la 
sphere donnee sur le plan xy, on parvient ä la courbe ayant les equa- 
tions suivantes: 

c (sin 5 p — sin 3 q) , c (cos 3 p — cos 5 p) 

x = a 5 — , IJ — h — . — • 

2 cos p ’ J 2 cos p 

Or ces equations donnent 

x — a+y— b=(cbg p) ! , |£^ = tg4p, 



et si l’on introduit derechef les variables u, rp definies ci-dessus, ou 
arme ä l’equation polaire de la projection: 

(5) t« = c tg -|- ■ 



1) Comp. Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurten (Leipzig 1902, 
B. 0. Teubner), p. 297 et suiv. 
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Or cettc equation represente un nceud 1 ); donc: 

La projection de la spirale de Pappus faile du centre de la sphere 
oft eile est tracce sttr un plan normal ä l’axe cst un nanu! (du dixieme ordre). 

4. On peut representer grapbiquement d’une maniere assez commode 
la spirale de Pappus en ayant recours a la methode de Monge et en 
choisissant les plans horizontal et vertical de projection paralleles resp. 
aui plans xy et xz de la representation analytique. Marquons (voyez la 
figure) les points 0 = (0', 0”) et A = (A A") avec les conditions que 
A’ co’incide avec 0' et que 0’ (= A'), 0" , A" se trouvent sur la meine 
ordonnee (c’est-ä-dire sur la rneme perpendiculaire ä la ligne de terre). 
Alors tous les points reels de la sphere donnee se projetteront hori- 
zontalement (verticalement) ä l’interieur du cercle F, (ou JT,) de centre 0’ 
(ou 0 ") et rayon 11. Soit B «= (B\ B") la position ä laquelle arrive 
le point generateur de la courbe lorsque le grand cercle considere 
a fait un tour complet autour de l’axe de la figure. Divisons le 
quadrant A"B" en un certain nombre n (p. ex. 8) de parties egales et 
faisons subir la meme division au cercle I’,; numerotons les points de 
division de maniere que la numeration procede sur le quadrant de A" 
vers B" et sur depnis B[ dans le sens de ia rotation du grand 

cercle generateur; soient N et P' deux points de divisions homologues etP" 
le point oü 0" B" est coupee par l’ordonnee de P. La corde HN 
du cercle P. sera la projection verticale d’un petit cercle de la sphere 
sur lequel tombe le point de la spirale de Pappus relatif au quadrant AP. 
Or celui-ci se projette verticalement dans le quadrant elliptique dont 0"A" 
et 0" P" sont les demi-axes; par consequent M" n’est que le point oö 
ce quadrant elliptique est coupe par la droite NH. Mais ce quadrant 
et le quadrant circulaire A" B" sont des figures correspondantes dans 
une affinitö dont 0" Ä’ est l’axe et B \ P" un couple de points homo- 
logues: donc M" est le point qui correspond dans cette affinite au 
point N. Pour le construire il suffit evidemment de determiner le 
point K oii se coupent les droites B"N et 0"A" et d’unir ce point ü P"\ 
cette droite coupera NA" au point M" clierche. L’ordonnee du point M" 
rencontre le rayon O'P' au point 31'. En rcpetant cette construction 
sur les n points N on parvient a n points M = (M 31") de l’arc A B 
de la spirale; variant » on parviendra ä autant de points que Ton 
voudra de cet arc. La courbe complete est formee par quatre arcs 
pareils. 

Menons la droite 031 et determinons sa trace horizontale M l ; le 
lieu des points 31 t est le «nceud» (comp, n°. 3), projection de la courbe 

1) Ouvr. eite dans la note prec., p. 184. 
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qui projette la courbe sur le premier plan, M poürra 1 ) se representer, 
par la methode de la projection centrale, par lanotation M={M i \M', 0'). 

5. Nous allons nous proposer la recherche d’un procede ponr 
eonstrnire les deux projections de la tangente dans un point quel- 
conque M de la spirale. Reniarquons avant tout que les equations de 
la tangente ä la spirale sont 

X — x Y — y z — Z 

^(5 cos 6p — 3 cos 8p) j(5sin ftp — 3 ein 3 p) — sin p 

oü X, Y, Z sont les eoordonnees d’un point quelconque de cette droite, 
tandis qne les eoordonnees x, y, z du point de contact sont donnees 
par les relations (2) ou (3). 

Remarquons ensuite que la projection de la tangente est la tan- 
gente de la projection; donc la projection horizontale de la tangente 
en M ä la spirale est la tangente en M' ä la courbe (4). Or de cette 
equation on tire 

valeur de la sous-normale polaire; cette valeur prouve que si l’on mene 
le segment O'C tel que l’angle M’OC ’soit egal ä ~ dans le sens positif 
du mouvement et que M’C = R, et si l’on marque le point I) tel que 
O'l) = \0‘C, la droite DM' sera la normale en M’ de la projection 
horizontale; la tangente sera donc la perpendiculaire de M' ä DM'. 

Quant ä la projection verticale, on en connait dejä un point {M ") ; 
il suffira donc d’en trouver un autre; il est bon de prendre comme 
point auxiliaire celui, T, oü la tangente dont il s’agit perce le plan 
horizontal qui passe par le centre 0 de la Sphäre donnee. Les co- 
ordonnees de T se deduisent des equations (6) en y faisant Z — z\ 
les relations qui en resultent donnent: 

MT* “X — x + Y — y — R? cot* p (cos 8 p + 16 sin 8 p). 

Or pour construire cette valeur on peut s’y prendre de la maniere 
suivante. Prolongeons la droite HM " jusqu’au point I de maniere qu’on 
ait ///= AHN. Comme l’angle A"0"N est egal ä p et 0"H = R cos p, 
/// = 4Rsinp, od aura 

0"I = R >Wp + 16 sin 8 p ; 

1) Voir pour cette Dotation mes Vorlesungen über darstellende Geometrie , 
I. Bd. (Leipzig 1907), p. 93. 
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construisons a present le triangle 0"IJ rectangle en 0" et dont l’angle 
aigu 0"JJ soit egal ä p; il viendra 

0"J = 0"I cotp = R cotpl/cos'p + 16sin*p — M'T'. 

Si donc on porte ä partir du point M' sur la direction positive 
de la tangente t' le segment M' T' ■= 0"J, l’ordonnee qui passe par T' 
coupera en T" la droite 0"B”. M"T" sera la projection cherchee 
verticale t". 

6. On peut remarquer que, lorsque le point M decrit la spirale, 
le point T' determine sur le plan horizontal la courbe dont les equations 
sont (comme il est facile de voir) 

X = a — -j— (cos 2p — cos 4p — cos 6p), 

Jt 

Y = b — ^ (sin 2p — sin 4p — sin 6p) . 

Cette courbe est la projection horizontale de la section de la 
developpable osculatrice de la spirale de Pappus sur le plan horizontal 
mene par 0; il s’ensuit que la tangente u' en T' ä cette courbe est 
la projection horizontale de la trace sur ce plan du plan osculateur 
en M ä la spirale; u" tombe evidemment sur 0"B". Or les droites 
t = (<’, /") et u = (u\ «") suffisent evidemment pour determiner le plan 
osculateur en M (point quelconque) de la spirale. Rien ne prouve, 
cependant, qu’on ne puisse pas trouver pour ce plan une construetion 
plus simple; nous engageons les lecteurs ä la chercher. 

Genes, 30 octobre 1906. 



Streuströme in der Riickleitnng elektrischer Bahnen. 

Von Carl Michalke in Charlottenburg. 

1. Elektrisch betriebenen Straßenbahnwagen wird am einfachsten 
und wirtschaftlichsten die erforderliche Energie zugeführt, wenn die 
Schienen zur Fortleitung des elektrischen Stromes benutzt werden. In 
der Regel wird der oberirdisch geführte Fahrdraht mit dem positiven, 
das Gleis mit dem negativen Pol der Gleichstrommaschine verbunden. 
Die Verwendung der Schienen für die Rückleitung des Stromes gibt 
jedoch zu verschiedenen Störungen Veranlassung. Hauptsächlich stören 
die aus den Schienen in den Erdboden entweichenden Streuströme, die 
sogenannten vagabundierenden Ströme. Es ist nämlich im allgemeinen 
nicht möglich, die Schienen vollkommen von dem umgebenden Erd- 

4 * 
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boden zu isolieren. Die gut leitenden Schienen befinden sich in einem 
weniger gut leitenden nach einzelnen Richtungen hin unendlich aus- 
gedehnten Medium, in dem sich noch andere elektrisch gut leitende 
Körper, wie z. B. Gas- und Wasserrohre befinden. Durch das Abirren 
der Ströme aus den Gleisen in den Erdboden werden die Schienen 
zum Teil entlastet, der Spannungsverlust wird vermindert. 

Die aus den Gleisen entweichenden Streuströme durchdringen teil- 
weise auch die in dem Erdboden • vorhandenen metallischen Leiter. Da 
der feuchte Erdboden im wesentlichen elektrolytisch leitet, so bringt 
der Strom an den Stellen, an denen er aus den Leitern, etwa den Gas- 
und Wasserrohren, austritt, chemische Zersetzungen hervor, durch die 
die Lebensdauer der Rohre vermindert wird. 

Die Streuströme in der Erde verändern auch die örtlichen Werte 
des Erdmagnetismus der Größe und Richtung nach, können daher 
physikalische Meßgeräte auf weite Entfernung hin stören. Die Streu- 
ströme können in Telephon-, Telegraphen- und Signalanlagen eindringen, 
wenn bei diesen die Erde zur Rückleitung benutzt wird, und können 
auch in dieseD Störungen verursachen. 

Während alle diese letzteren Störungen der unmittelbaren Beobach- 
tung unterliegen, können Rohranfressungen ganz unbemerkt vor sich 
gehen, sodaß größere Schäden erst nach einer längeren Reihe von 
Jahren bemerkt werden. Dies und der hohe Wert der ausgedehnten, 
gemeinnützigen Zwecken dienenden Rohrleitungen gab Veranlassung, 
daß sich die Techniker aller Länder auf das eingehendste mit den 
Fragen des Schutzes der Rohre gegen die Streuströme beschäftigten. 
Diese Fragen sind nach vielen Richtungen hin durch Rechnung und 
Beobachtungen verfolgt worden. Rein experimentelle Untersuchungen 
lassen meist bei der Schwierigkeit der Materie nur örtlich gültige 
Schlußfolgerungen zu. Bei der mathematischen Behandlung muß man 
sich mit Näherungswerten begnügen, da der stete Wechsel der Boden- 
beschaffenheit, die veränderliche Lage und Verschiedenartigkeit der im 
Erdboden befindlichen Metallmassen, die Begrenzung des Bodens durch 
Mauerwerk und dergl., der Grundwasserstand usw. die Verhältnisse 
örtlich und zeitlich ändern. Diese Diskontinuität in der Leitfähigkeit 
des Bodens beeinflußt stark den Verlauf der Streuströme in der Erde, 
sodaß sich genaue Funktions werte nicht aufstellen lassen. Es muß 
jedoch die Rechnung der Beobachtung zu Hilfe kommen, wenn Regeln 
aufgestellt werden sollen, um schon beim Bau einer Bahn auf die Ge- 
fährdung der Rohrleitungen Rücksicht nehmen, den voraussichtlichen 
Verlauf der Streuströme in der Nähe der Rohrleitungen bestimmen 
und die zweckdienlichsten Schut/.raaßnnhmen treffen zu können. 
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Den Verlauf der Erdströme in größerer Entfernung, sowohl seit- 
lich von den Gleisen als auch in größerer Tiefe zu verfolgen, hat viele 
Vorteile: für die Frage der Gefährdung der Rohrleitungen kommt aber 
im wesentlichen Richtung und Dichte des Stromes in der Erde in 
Betracht, der von den Rohren zu den Gleisen verläuft. 

2. Gewöhnlich ist der positive Pol der Gleichstroinmaschiue mit der 
Oberleitung der elektrischen Bahn, dem Fahrdraht, verbunden, während 
die Schienen au einem oder mehreren Punkten (Schienenspeisepunkten) 
mit dem negativen Pol der stromerzeugenden Maschine verbunden sind. 
Die Schienen bilden also die Rückleitung des Stromes. Die aus den 
Schienengleisen in den Erdboden austretenden Streuströme verbleiben 
zum Teil in der Erde, um an geeigneten Stellen wieder zu den Gleisen 
zurückzukehren, ein Teil, und dieser interessiert besonders, dringt in 



I 




Fig. 1 



die Rohrleitungen ein. Parallel zu den Gleisen besteht also noch der 
Stromweg: Erde, Rohrleitung, Erde. Es sei im folgenden zunächst 
angenommen, daß der Strom im wesentlichen von den Gleisen nach 
Rohrleitungen fließe (Fig. 1), wie dies von Haber 1 ) bei nicht zu 
großer Rohrentfernung beobachtet wurde. 

Der von der Oberleitung durch die Wagenmotoren den Gleisen 
zufließende Strom sei vom Endpunkt der Strecke aus gerechnet I ( x ). 
Der Wert hängt von der Entfernung und der Belastung der Wagen 
ab. Sind die Wagen in geringen Abständen gleichmäßig über die 
| unverzweigte) Strecke verteilt, so kann man setzen 



/(*)“ 



JpX 

L ’ 



wenn x die Entfernung vom Endpunkt, L die Länge der gnnzen Strecke 
(gewöhnlich freitragende Strecke genannt) und J 0 der gesamte Maschinen- 
strom ist 



1) Zeitschr. für Elektrochemie 1906, 12, 49, 
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Der Strom ./ in den Gleisen ist gleich dem zugeführten I ver- 
mindert am den in die Erde entwichenen Betrag t 

.7 = K x)-i. 

Ist der Widerstand des Gleises für die Streckeneinheit W M , so ist 
er für die Strecke dx gleich W t dx. Entsprechend sei der Rohrwider- 
stand für die Streckeneinheit W r , also für die Strecke dx gleich W r dx. 
Ist V t das Potential an einem Gleispunkt, V r das entsprechende am 
Rohr, so ist 

- d V, *= JWJx, - d V r - i W r dx. 

Ist ic der Übergangswiderstand für die Längeneinheit vom Gleis nach 
dem Rohr, so ist der auf der Strecke dx übertretende Strom 

.dx 



Daraus folgt 

Nun ist: 
folglich : 



Ä-(F.-v r ): 

l( dV' dV r 



dH 1 dV\ 1 

dx’*** w\dx W >J)- 



d’ J _ d*I(x ) dH 

dx * dx * dx t} 



d*J 



- J ( W r+ W.) + i(*) K ~ - 0. 

Unter der Annahme, daß die Strecke gleichmäßig belastet ist [l(x) = ’ J, 

wird = 0, demnach 

d' J _ *(W r +W,) , J - xW r „ 

dar* io ' Ltc 

W r 4- W t 

Die Auflösung der Differentialgleichung ergibt, wenn c 3 *= — •- — 
gesetzt wird, 

J„ W x 

t * r l C p* “ 4- C p~ xa 

~ L(W r + W,) + + L » e ■ 

Die Konstanten sind aus den Grenzwerten zu bestimmen. Es ist 
<7=0 für x — 0, 



demnach 

Dies ergibt 
Ct = 



J = J 0 für 
7.M 



x = L, 



C,+C t - 0, <7 0 — ^ " + C » c " ia ' 



J« W. 



(W, + W,)(e Ltt — c- La )’ (; (tT r + H',)(e to — e _£o )’ 
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demnach erhält man für den Gleisstrom: 

m T , J'W.jf-e-**) 

L (w; + W.) + ( W r + HT) (e £ “ - e- £ “) 

unter der Voraussetzung, daß den Gleisen gleichmäßig Strom zugeführt 

wird | 'l(x ) = ' Werden andere Voraussetzungen für I (x) gemacht, 

so ändert sich die Differentialgleichung. Befindet sich z. B. nur ein 
Wagen am Ende der Strecke, so ist I(x) = J 0 = const. 

tJ X 

Der Streustrom i ergibt sich aus ?=>/ — ,/ =»° J: 



rU t La -e- L “) 



W r + W,\** e L ‘ — t- L “J 

Für die praktischen Bedürfnisse geeigneter sind einfachere Gleichungen 

in Annäherung. Wenn man Zähler und Nenner des Exponential- 

aosdrucks von Gleichung (2) in Reihen entwickelt, erhält man den 

Näherungswert 

(2 a) i - 

*' * L[ 8w + i* ( Tr r + Hy] 

Der Höchstwert yon » wird erreicht für * — -E . 



Für diesen Wert wird 



0,385 J t X* ir, 

6 



Am Anfang und am Ende der freitragenden Strecke ist der Streu* 
ström Null 

Nun war -y ! = — J W oder 
<tx * 

f* dY = — w, f’jdx - - 4IL r«>f! + E» 

J V W r , + W’,L 2L a e La ~e~ La J Xl 



Der Spannungsverlust längs der ganzen freitragenden Strecke L des 
Gleises ist 



E = J ' W ‘ \ LW ' + E* e '“ + 

* = W r + ir, L 2 + « e tB — J 



oder angenähert: 
(3a) 



J.TT.X Bit HV I' 

2 '«w + £*(W r +Hg 5 



für fr =* oo, d. h. wenn durch Isolierung der Schienen die Entwiche- 

J W L 

lung von Streuströmen verhindert ist, wird E t — — ■ 
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Wird der Wert für E , (Gleichung (3a)) in Gleichung (2b) eingesetzt, 
so erhält man als Höchstwert für den Erdstrom 



(2c) 



. _ 0,76 LE, 

1 ~ 6® + ff r L V 



Der Höchstwert des Erdstroms hängt demnach von dem Produkt der 
Länge L der freitragenden Strecke und der Spannung auf dieser 
Strecke ab. 

Durch das Entweichen von Strom aus den Gleisen wird das 
Spannungsgefälle in den Gleisen vermindert. Der Spannungsverlutb 
vermindert sich bei gleichmäßiger Schienenbelustung um 

./F_F'_F- J.L ’W? 

= ■ * 12 ir + 2 X* ( W r + W,) ' 

Obwohl die Verminderung der Spannung in den Gleisen durch 
Verminderung des Gleiswiderstandes (starkes Schienenprofil, gute Stoß- 
verbindung, geringe Belastung mit Strom) die Entwickelung von Erd- 
strömen vermindert, gibt geringer Spannungsverlust in den Gleisen 
noch nicht Sicherheit gegen großes Stromentweichen, da E, auch bei 
kleinem w und kleinem W r klein wird. 

d V 

Die Spannung im Rohr längs der Gleise ist f ' = — iW r dx, woraus 

** 

\v£--W r Jidx. 



Die Spannung im Rohr auf der ganzen Strecke L ist demnach: 

w r l^ + ir.U «(e‘“_,-*«)> 

angenähert: 

(4a ) F« JJV,W r L‘ _j E . W r. 

' > r 12«- + Hj{W, + WJ W. 



Die höchste Spannung in den Rohren ist proportional der in den 
Gleisen. Es ist: 



E r 

X 



1 + 



1 

6 m? 

w,l,' 



Das Spannungsgefälle nähert sich demnach umsomehr dem der Gleise, 
je größer der Rohrwiderstand W r , je länger die freitragende Strecke L 
und je kleiner der Übergangswiderstand w ist. 

Ist der Erdboden bei zu großer Entfernung von den Gleisen gleich- 
mäßig leitend, befinden sich also keine Rohrleitungen in der Nähe, so 
verzweigen sich die Ströme gesetzmäßig. Die Äquipotentialflächen für 
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einen solchen Fall zu bestimmen und so die Spannung zwischen Gleis 
und den einzelnen Punkten der Erde zu linden, hat meist nur theo- 
retisches Interesse, da hierbei die Erdströme nur an den Gleisen selbst 
Korrosionen veranlassen. Sind parallel zu den Gleisen in nicht zu 
weitem Abstande Rohrleitungen verlegt, so ist die Spannung zwischen 
Gleis und Rohr: 



(5) 



e — 



F,- V 
dx * r 



-hW.w 

W’r + W. 



1 _ «(<“ + * 
t L “ — t 




oder angenähert: 
(5 a) 



./„ W, {L'—ix^w 
L 6w + i*(lF r + W,)' 



Demnach ist der aus den Gleisen oder Rohren auf einer Strecke dx 
(z. B. auf eine Lange von 1 m) austretende Strom 
= (i*— 3x*) 

dx~~ L 6m + L'( W r + H r .) 



Es treten die Höchstwerte für die Spannungen zwischen Gleis und 
Kohr und demnach auch für Strömung zwischen Gleis und Rohr am 
Schienenspeisepunkt (x — L) und dem Endpunkt der freitragenden 
Strecke (x — 0) auf. Der Strom in den Rohren selbst ist an diesen 
Stellen Null. Sind mehrere Schienenspeisepunkte vorhanden, setzt 
sich also die Gleisstrecke zwischen zwei Speisepunkten aus zwei frei- 
tragenden Strecken zusammen, so wechselt an den Enden der frei- 
tragenden Strecke der Strom in den Rohren die Richtung. 



ln der Entfernung 



V'S 



vom Endpunkt der freien Strecke ist bei 



den Voraussetzungen, unter denen die Rechnung durchgeführt wurde, 
die Spannung zwischen Gleis und Rohr Null (neutraler Bereich); es 
findet demnach keine Strömung zwischen Gleis und Rohr statt, während 
der Rohrstrom (Gleichung 2 a) seinen Höchstwert erreicht. Ist der 
Fahrdraht mit dem positiven Pol des Generators verbunden, so ist 
nach dem Endpunkt der freitragenden Strecke hin der Erdstrom von 
den Gleisen nach dem Rohr gerichtet. Infolge der Wasserstoff- 
polarisation wird das Rohr geschützt (Schutzbereich), während nach 
dem Speisepunkt hin die Stromrichtung umgekehrt ist. Im letzteren 
Bereich (Gefahrbereich) werden die Rohre korrodiert, falls sich das 
Eisen nicht passiv (unangreifbar) verhält, was jedoch im Erdboden fast 
nie der Fall ist. 

Auch im Schutzbereich sind Korrosionen nicht völlig ausgeschlossen. 
Sind z. B. Rohrleitungen von verschiedenem Widerstande in ver- 



Digitized by Google 




58 



Carl Michalkk: 



schiedener Entfernung vom Gleise vorhanden oder Rohrleitungen und 
etwa nahezu widerstandslose Grundwasserleitung von großem Quer 
schnitt, so sind, wenn die Übergangswiderstände w' und «•", die Leitung« 
widerstände W r und W' r ' sind, die Spannungen zwischen Gleis und den 
Rohrleitungen (unter Vernachlässigung der Verschiebungen, die durch 
den Stromausgleich auftreten) angenähert: 

, J„W, ( £» — 8g*)w' „ ./„ H' (L'—ax^uj" 

= L 6 ir' -f L'(w r -f ~ L 6ir" + L*(W7+ IT,)’ 



Die zwischen den Rohrleitungen auftretende Spannung ist 
e' — e" — C(IS — 3*’)- 



C enthält die Schienen- und Rohrwiderstände, Übergaugswiderstände 
und Länge der freitragenden Strecke. Im Schutzbezirk z. B. würden 
Ströme von den Gleisen zu den Rohrleitungen, außerdem Ströme von 



Rohrleitungen mit größerem - ^ r - A - 11 ‘ zu solchen mit kleinerem '^ r J" 

IC IC 

verlaufen. In den Straßen ist der Rohrwiderstand wegen des wechselnden 
Querschnitts und der vielen Abzweigungen nicht auf größere Länge 
konstant, weshalb eine genaue Berechnung schwierig, wenn nicht un- 
möglich ist Würden die Widerstands werte konstant sein, so würde 



im neutralen Bereich 



(für x 



keine Spannung zwischen den ein- 



zelnen Rohrleitungen bestehen. 

Verlaufen parallel zum Gleise mehrere Rohrleitungen voneinander 
isoliert oder metallisch verbunden, so ist in den entwickelten Gleichungen 

für die Leitfähigkeit des Rohrs ^ die gesamte Leitfähigkeit 

für den Übergangs widerstand tc alsdann ein mittlerer Wert zu setzen. 
Für W r = 0 wäre dann der Höchstwert für die aus den Gleisen aus- 
tretenden Streuströme gegeben, in dem auch etwa durch Grundwasser- 
leitung abgefangene Erdströme enthalten sind. 

Da durch die Inhomogenität des Erdbodens und die Unstetig- 
keit der in Betracht kommenden Widerstandswerte die Reehnungs- 
ergebnisse beeinflußt werden, so sind durch Rechnung allein voll- 
kommen zuverlässige Zahlen nicht zu gewinnen. Es unterstützen aber 
die entwickelten Gleichungen wesentlich die Beurteilung über die 
Größe und den Verlauf der Streuströme und geben wertvolle Anhalts- 
punkte ■ für die Untersuchungen und die zu ergreifenden Schutzmaß- 
nahmen. 



3. Der Messung unmittelbar zugänglich sind unter Anwendung 
geeigneter Maßnahmen die Spannungen zwischen Gleisen und Rohren, 
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zwischen verschiedenen Rohrleitungen, ferner die Spannungen längs 
der Gleise und der Rohre. Der Strom in einer unverzweigten Rohr- 
leitung kann ans Spannungstiiessungen bestimmt werden, wenn der 
Widerstand der Rohre bekannt ist. 

Der Rohrwiderstand kann am vorteilhaftesten nach Betriebsschluß 
gemessen werden. Voraussetzung ist hierbei, daß längs der Meßstrecke 
keine wesentliche Stromentweichung nach der Erde stattfindet. Er- 
forderlich ist eine Starkstromquelle, die entsprechend Fig. 2 an die 
Rohrleitung an den Stellen A und B resp. A und C angeschlossen wird. 1 ) 
Der Strom J verzweigt sich Ln dem Rohrleitungsnetz. Ein Teil J 
fließt direkt zwischen den Anschlußpunkten, den aus den Gleisen in 
<iie Rohre gelangten Streustrom verstärkend oder schwächend. Wird 
gleichzeitig die Spannung e l an den Klemmen ab innerhalb AB und 



A_Z x — K f V 1-L-f — . a C j. 



3 



- 0 - 









Kl*. J 



der Spannung e an den Klemmen cd gemessen, so ist, wenn e, und e 1 
die bei Anschluß an A B gemessenen Spannungen, e[ ei die Spannungen 
bei Anschluß AC sind, und J der Meßstrom ist: 






e, li — ej e, 

(«» — *i) J ’ 




Dies sind in Ohm gemessene Widerstände. Der Widerstand pro 
Längeneinheit wird durch Division mit der Meßlänge gefunden. Ist 
der Rohrwiderstand der Meßstrecken bekannt, so kann nach Abschalteu 
der Meßbatterie aus den Spannungsmessungen e, oder c, während des 

Betriebes der Rohrstrora i ermittelt werden: » — =■ 'j r • Sind in 

den Meßstromkreisen Polarisationsspannungen z. B. in den Rohrmuffen 
vorhanden, so sind diese, falls sie gegenüber den gemessenen Spannungen 
in Betracht kommen, bei der Berechnung zu berücksichtigen. Solche 
Polarisationsspannungen lassen sich nur nach Betriebsschluß ermitteln, 
wenn keine Ströme von den Straßenbahngleisen oder anderen Strom- 
leitungen herrührend die Rohre durchfließen. 



1) Jonm. für Gaabeleuchtg. u. Waeserversorg. 1907, S. 226. 
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Ist in Fig. 3 der Strom J so geregelt, daß ^ 0, also «7,-0 

wird, so ist J — J,. 

Ist das Rohrnetz so ausgedehnt, daß die Stromverteilung im Rohr- 
netz durch das elektrische Abschalten der Strecke AB, auf der der 
Spannungsabfall auf den Wert Null gebracht ist, .nicht wesentlich ge- 
ändert wird, wie dies meist zutreffen dürfte, so gibt J den Rohrstroni 
an. Bei dieser Meßanordnung würden nur bei A und B Meßdrähte 
anzuschließen sein; es würden daher die Rohre nur an zwei Stellen 
freizulegen sein, während bei der genaueren Anordnung mit Wider- 
standsbestimmung an drei Stellen die Rohre freigelegt werden müssen. 

Die Spannung in den Gleisen ist am vorteilhaftesten mittels 
Meßdrähte zu messen. Wesentlich ist die Kontrolle der Stoßverbindungen 
an den Stoßstellen der Schienen. Fehlerhafte Stoßverbindungen mit 
großem Widerstand können durch Schienenstoßprüfer ermittelt werden. 






fl 



- 0 - 






Fig. 3. 



Diese enthalten ein Differentialgalvanometer, das gestattet, den Wider- 
stand der Stoßverbindung mit dem Widerstand eines Schienenstücks zu 
vergleichen. 

Beim Messen der Spannung zwischen Gleis oder Rohr und dem 
Erdboden oder zwischen verschiedenen Stellen in der Erde ist auf die 
Polarisation an den Meßelektroden Rücksicht zu nehmen. Um Polari- 
sationsfehler zu vermeiden, verwendet Haber') unpolarisierbare Tast- 
elektroden. Sie bestehen aus einem Glaszylinder, dessen Boden durch 
eine kleine poröse Tonzelle abgeschlossen ist. Das Glasrohr ist mit 
einer Paste von Zinksulfät gefüllt, in die ein Zinkstab mit oben an- 
gelötetem Meßdraht taucht. Die Spannung zwischen Eisen und der 
Tastelektrode, die genau bestimmt ist, wird bei den Messungen be- 
rücksichtigt. 

Die Erdstromdichte, von der die Stärke der Korrosion der Rohre 
abhängt, kann mit dem Haberschen unpolarisierbaren Stromdichte- 
messer ermittelt werden. Dieser besteht aus zwei aufeinander gelegten 
Silberplatten, die in einen Holzrahmen eingespannt werden. Die Platten 



1) Haber o. Golde chmidi. Zeitschr. für Elektrochemie 1906, Bd. 12, S. 49. 
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werden auf den Außenseiten mit einer Paste von essigsaurem Silber über- 
strichen, die durch ein Pergamentblatt abgedeckt wird. Hierüber wird 
noch eine Schicht Erde gestrichen. So hergestellte Apparate werden 
an geeigneten Stellen eingegraben. Bietet der Apparat dem Durch- 
gang des Erdstroms den gleichen Widerstand, wie der verdrängte 
Erdboden, vordichtet er also weder durch gesteigerte Leitfähigkeit den 
Erdstrom, noch zerstreut er die Stromlinien durch zu hohen Wider- 
stand, so- durchdringt den Apparat ein Strom, der dem wirklichen 
Erdstrom entspricht. Aus der Gewichtszunahme der einen Platte durch 
galvanischen Niederschlag, oder der Gewichtsabnahme der anderen 
Platte durch chemische Zersetzung kann die Stromdichte berechnet 
werden. Ein ähnliches Verfuhren wie in Fig. 3 für die Ermittelung 




der Rohrströme verwandt wurde, kann auch für angenäherte Bestimmung 
der Erdstromdichte benutzt werden. Zwei Kupferplatten, isoliert auf- 
einander gelegt, werden in Holzrahmen eingespannt nach Haberscher 
Angabe mit Kupfersulfatpaste bestrichen und durch Pergamentblätter 
abgedeckt, ähnlich wie bei den Stromdichtemessern aus Silberplatten, 
'on den Kupferplatten werden Strom- und Spannungsdrähte heraus- 
gefühft. Ist die Spannung an den Kupferplatten kompensiert (e — 0), 
so gibt J (Fig. 4) den Erdstrom für die Größe der Kupferplatte 
an, vorausgesetzt, daß die Kupferplatten senkrecht zur Strombahn sich 
befinden. Um den Erdstrom nach Größe und Richtung zu bestimmen, 
würden drei rechtwinklig zueinander stehende Stromdichtemesser an- 
zuordnen sein. 

An der Trennungsfläche zwischen Schienen oder Rohren und dem 
Erdboden kann ein Übergangs widerstand vorhanden sein, wenn die 
Berührung von Eisen und Erdboden nicht genügend innig ist. Je 
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feuchter der Boden ist, um 80 inniger ist die Berührung, um so ge- 
ringer ist der Übergangswiderstand an der Trennfläche, auch wenn die 
Rohre durch isolierenden Anstrich scheinbar geschützt sind, da die 
Feuchtigkeit in die feineren Risse der Isolierschicht eindringt. Nach 
den Messungen von Haber ist bei feuchtem Boden der Übergangs- 
widerstand an der Berührungsfläche von Rohr und Erdboden gegenüber 
dem Leitungswiderstand der Erde verschwindend klein. 

Der gesamte aus dem Rohr austretende Strom wirkt zersetzend, 
wenn das Eisen aktiv (angriflsfähig) ist und der Erdboden nur elektro- 
lytisch nicht auch gleichzeitig metallisch leitend ist. Mit passivem 
(unangreifbarem ) Zustand des Eisens im Erdboden dürfte in der Praxis 
nicht zu rechnen sein. Obwohl der Erdboden auch in völlig trockenem 
Zustande etwas leitend ist, also metallische Leitfähigkeit vorhanden 
ist, so ist sie doch gegenüber der elektrolytischen Leitfähigkeit des 
gewöhnlich feuchten Erdbodens verschwindend klein. 




Sehr schwierig ist die Messung des Übergangswiderstands zwischen 
Gleis und Rohrleitung. Würde nach einer der üblichen Widerstands- 
meBanordnungen, etwa nach der Brückenmethode mit Telephon, der 
Widerstand bestimmt werden, indem die Meßleitungen einfach an einer 
Stelle an Rohr und Schienen angeschlossen würden, so würden un- 
zuverlässige Werte gewonnen werden, auch wenn eine Gleisstrecke und 
eine Rohrstrecke vom Gleis- resp. Rohrnetz getrennt würde. Unter 
bestimmten Voraussetzungen, wenn die Leitfähigkeit des Erdbodens 
außerhalb des Rohrs als homogen angenommen wird, die parallel zu 
den Gleisen verlegte Rohrleitung keine Abzweigungen besitzt, und 
Gleis und Rohr auf der ganzen Strecke gleichmäßig leitend sind, etwa 
bei eigens zu den Meßversuchen auf freier Landstraße verlegten Leitungs- 
strecken, könnte der Übergangswiderstand aus Messungen bestimmt 
werden. Wird am Anfang der Strecke L Gleis und Rohr unter 
Spannung gesetzt, so treten längs der ganzen Strecke Ströme zwischen 
Gleis und Rohr Uber. Unter den gemachten Voraussetzungen würde 
die Strömung normal zu der Gleisrichtung verlaufen, es würde also 
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für jede Entfernung der Rohrstrom gleich dem GleisBtrom sein. Die 
Meßstrecke L sei genügend lang, so daß die Wirkung der Enden ver- 
nachlässigt werden kann. 

Sind V t und V r die Gleis- oder Rohrpotentiale, so ist unter Ver- 
wendung der früher gewählten Bezeichnungen (Fig. 5) 



dJ-(y. 



v dx d'J 
" i c ’ K dx* dx 



dV r 

dx 



d'J 

dx* 



dV t = JW,dx, 

-J W '+ W ' - 

w 



dV r JW r dx 

J = Qe“ + C t e~ za . 



Zur Bestimmung der Konstanten C\ und C, hat man die Grenz- 

gleichnngen , . , T 

° 6 ... ~ dJ e, n„ x dJ c. . 

für x “ 0: j- — — . für x = L: 3 - — also 
dx w’ dx w’ 



folglich 



r = r = 



aw{t L “ — e 

Der Strom am Ende der Leitung ist 



Je- 0 



ie 1 -e 1 (e la +e- La ) 



au,(e La - e~ iu ) 

Am Anschlußpunkt der Meßbatterie ist der Strom 

* = i== au>(e Lu —e- La ) 

Ist am Ende der Strecke kein Widerstand zwischengeschaltet, so 
daß nur durch die Erde Ströme vom Gleis zum Rohr fließen, so ist 
J x=9 “ 0. Dies ist der Fall, wenn 2e, — eg(e ta -+- e~ ta ) — 0, d. h. 

— e La -p e~ La 

ist. Wird dieser Wert in die Gleichung für J x -l eingesetzt, so wird 

T-J 

Jl 

•t/ft ft 

Nach einigen Umformungen erhält man hieraus w — ~ 'üj * > f erner 



e i a _ *1 _ «1 + 4 



log 






( 7 ) 



log 



L Ve»- c; 

c, +V«;-r; 

f, 



-» 
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Es würde hiernach zur Bestimmung des Übergangswiderstandes 
das Messen der Spannung am Anfang und Ende der Strecke außer 
dem Meßstrom und der Länge der Meßstrecke erforderlich sein. Ist 
w gefunden, so kann nach Bestimmung von a auch W t + W r berechnet 
werden. 

(Die einzelnen durch Messung gefundenen oder angenommenen 
Widerstands werte sind zusammengestellt in Michalke, „Die vagabun- 
dierenden Ströme elektrischer Bahnen“, Braunschweig 1904.) 




4. Die Strömung zwischen den Gleisen und der Rohrleitung kann 
auf Grund der bekannten Kirchhoffschen Gesetze der Strom- 
verzweigung 1 ) verfolgt werden. 

Sind Q l und Q 3 (Fig. 6) zwei Quellpunkte, so sind die Strom- 
bahnen Bogen von exzentrischen Kreisen, deren Mittelpunkte auf der 
Geraden M liegen, die in der Mitte von auf dieser Verbindungs- 

linie senkrecht steht. Die Orte gleichen Potentials sind (Apollonische) 
Kreise. Für jeden Kreis ist das Verhältnis der Entfernung der Peri- 
pheriepunkte von und Q, konstant. ABQ^ sind harmonische 

1) Pogg. Ann. 1845, 64, 497. 
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Punkte auf der Verbindungslinie Q t . Ist J) der Abstand der Quell- 
punkte, AB = 2 R, BO — x, so ist =■= , 

D 1 «= 4(2 R + x)x . 



Bei homogenem Rohrmaterial verlaufen die Rohrströme im wesent- 
lichen in der Längsrichtung des Rohres. Die äußere Peripherie des 
Rohrquerschnittes stellt daher einen Aquipotentialkreis dar, der (ex- 
zentrisch) einen Quellpunkt umschließt. Die Strombahnen schneiden 
senkrecht den Aquipotentialkreis. Die Stromlinien treten senkrecht 
aus dem Rohr aus. 

Nach Kirchhoff ist für einen Peripheriepunkt P eines Äqui- 
potentialkreises die Spannung gegen den Punkt 0 in der Mitte von Q X Q S 



e — 



cJ 

2:r<» 




wobei r, und r, die Entfernungen des Peripheriepunktes P von den 
Quellpunkten (J x und Q* sind, c der spezifische Widerstand des Erd- 
bodens, d eine (kurze) Rohrstrecke ist. J bedeutet den gesamten 
zwischen den Quellpunkten und Q t fließenden Strom. 

Die Gleichung kann, wenn nur das Potentialgefälle längs der 
Geraden Q V Q S betrachtet wird, geschrieben werden 



e 



cJ, 

2 n i 



log 



L — 2* 
/. : ' 



Den Gleisquerschnitt kann mau sich ersetzt denken durch eine 
äquivalente Kreisfläche, deren Peripherie ebenfalls ein Aquipotentialkreis 
darstellt. Die Gleise befinden sieh an der Grenzfläche von leitendem 
und nichtleitendem Medium. Für die Rechnung sei zunächst an- 
genommen, daß Rohr und Gleis allseitig von homogenen Medien um- 
schlossen seien, wobei die gesamte Leitfähigkeit etwas zu hoch an- 
genommen wird. 

Bezeichnet man die Größen links von der Mittellinie 31, die einen 
Aquipotentialkreis vom Radius oo darstellt, mit dem Index 1, die ent- 
sprechenden rechts mit dem Index 2, so ist 



Jc log - — 

L + 2z, ’ 



J C . I. 4- ! 

l0 S l ~~ 



Die Spannung zwischen GleiB und Rohr ist dann 



Es ist 



„ _ Je , ,/. + 8x l ML + 2 av, 

e > 2a* ,0 * (L - 2z,) (i -2z.) ‘ 



D* 

4 



D 



2R,z,-|-x*, — = 2Rjr s + x\. 



Archiv der Matbemalik und Physik. III. Reibe. XIL 
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Es sei Xj + ar s =* «; hieraus ist zu berechnen 

_ ata -f iS,) aia-fJJi,) 

‘ ” 2(o'+ «r+B,)’ ** “ iiiT+S l +~S t )' 

Werden die Werte in die Gleichung für e eingesetzt, so erhält man 
nach einigen Umrechnungen 

« _ 7 6 i fl -.J l 'V , + 2 Ri) (o+ 2«,) + V« (a + 2 Ü, -j- ’iR,) 

2 * “l/'o+SJt, j(a + S n, t — y a 10 + 2 «, + iK,, 

Der Widerstand zwischen Rohr und Gleis ist für die Rohrlänge resp. 
Gleislänge 6 : 

(8) fp wm — = '' V / 'Q + M o + 2-R,i -)- Ya( a + + 2-R,! 

k ^ = 7 2a» 8 y\ < i + *Ä 1 )(o“+2Jl,i — 1 / 0 ( 0 ’+“*-«,' '+2^)’ 



wobei sich die Werte unter den Wurzelzeichen nur durch den Sum- 
manden 4 li l R i unterscheiden. 

Ist der Radius TU unendlich groß, will man z. B. den Übergangs- 
widerstand vom Gleis zum Grundwasser bestimmen, so ist, wenn man 
bei nicht zu kleinem Abstand den Grundwasserspiegel als Äquipotential- 
fläche gelten läßt, für Jl s = oc: 






£ l oe V" + 2 R ‘ + V a . 

2a» K y a + 2Äj — }/a 



Die Oberfläche des Rohres für die Länge ä ist 21^x6. Die mittlere 
Stromdichte am Rohr ist demnach 

e = ]' 

«• l) 2if,a» ° ‘ 



Ist das Eisen aktiv und wird der Erdboden als nur elektrolytisch leitend 
angenommen, so wird, wenn t Betriebsstunden im Jahre der Strom J 
zwischen Rohr und Gleis fließt, durch den auf der Strecke 6 aus- 
tretenden Strom Jt 1,042 g Eisen im Jahre zersetzt. 

Der Widerstand des Erdbodens ist je nach der Menge der in ihm 
gelösten Salze sehr verschieden. Lehmiger Boden hat im allgemeinen 
einen geringen, Sandboden einen hohen spezifischen Widerstand. Die 
Widerstände für ein abgegrenztes Stück Erde, etwa im Holzkasten, 
lassen sich leicht mittels Telephonmeßbrücke messen. Im Mittel kann 
man annehmen, daß der Widerstand zwischen gegenüberliegenden 
Flächen eines Kubikmeters Erde etwa 300 Ohm beträgt. Unter Be- 
nutzung der entwickelten Gleichungen erhält man, wenn man für die 
Gleise, reichlich gerechnet, einen äquivalenten Kreisdurchmesser von 
20 cm und für das Rohr einen Durchmesser von 1 m annimmt, bei 
einem Rohrabstand von 1 m einen Überleitungswiderstand von 0,183 Ohm 
für 1 km. Für dünnere Rohre wird der Widerstand bei gleichem Ab- 
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stand größer, steigt aber nicht in gleichem Verhältnis, als der Rohr- 
durchmesser abnimmt. Für Rohre von nur 10 cm Durchmesser ergibt 
sich unter sonst gleichen Verhältnissen ein Überleitungswiderstand von 
0,265 Ohm für 1 km. 

Haben die Rohre, wie dies gewöhnlich der Fall ist, größeren Ab- 
stand von den Gleisen, so wächst der Übergangswiderstand, und zwar 
in bedeutend geringerem Verhältnis als der Abstand. Für ein Rohr 
von 50 cm Durchmesser würde bei einem Abstand von 50 cm von den 
Gleisen der Widerstand für 1 km Rohrlänge 0,155 Ohm, bei einem 
Abstand von 2 m 0,257 Ohm sein. 

Die Stromdichte ist nicht gleichmäßig über den Rohrumfang ver- 
teilt. Die mittlere Stromdichte ist unter den obigen Annahmen bei 
1 m Abstand für ein Rohr von 1 m Durchmesser bei 1 Volt Spannung 
zwischen Rohr und Gleis 0,0174 Amp pro qdm, für ein Rohr von 
50 cm Durchmesser 0,0313 Amp/qdm, für ein Rohr von 10 cm Durch- 
messer 0,120 Amp/qdm. Es sind demnach bei gleicher Spannung des 
Gleises gegen das Rohr und gleichem Abstand dünnere Rohre stärker 
gefährdet als Rohre von größerem Durchmesser. Durch den größeren 
Rohrwiderstand der dünneren Rohre in der Längsrichtuug wird ent- 
sprechend den früher entwickelten Gleichungen eine geringere Spannung 
gegen die Gleise erzeugt, da die Spannung längs der Rohre sich um 
so mehr der der Gleise nähert, je größer der Rohrwiderstand ist. Sind 
jedoch dünnere Rohre in Verbindung mit stärkeren, z. B. bei Ab- 
zweigungen für Hausanschlüsse, so sind die dünneren Rohre stärker 
gefährdet als die dickeren. 

Die Stromdichte auf dem Rohr ist, da der benachbarte Aqui- 
potentialzylinder nicht mit der Rohrfläche konzentrisch ist, auf der den 
Gleisen zugewandten Seite größer als auf der entgegengesetzten. 

Ist C (Fig. 7) der Mittelpunkt eines Aquipotentialkreises mit dem 
Radius B, der von der Mittellinie M den Abstand x hat, C' der 
Mittelpunkt eines Aquipotentialkreises in der Entfernung x', so ist 
V = 8 Bx + 4x 3 , V = 8 B'x + 4x' s . 

Sind die Kreise unendlich nahe, so ist der Stromübergang von einer 
Potentialfläche auf die benachbarte (also auch die Stromdichte) dem 
Abstand der Kreise umgekehrt proportional. Es wird B'—B — dB, 

t 3C d 

t' — x = dx. Man erhält dx =— — — Bezeichnet man den Abstand 

K + x 

der Kreise auf der abgewandten Seite mit dy, so ist dy 2B' -f dx = 2 B 
oder dy -f 2dB + dx = 0, woraus 

dy - «(*+»)*» + dx - Q oder* £ = • 

y x dx x 

5 * 
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Dies Verhältnis stellt das Verhältnis der Stromdichten auf der den 
Gleisen zugewandten und der abgewandten Seite des Rohres dar. Setzt 
inan für x den für den Abstand des Rohres von der Mittellinie 31 
(S. 66) gefundenen Wert (x,) ein, so erhält man 

/ o\ <*y , i (® + -R, +-R») 

> </*, = ' r a ' (o + 2 SJ 



Die Stromdichte auf dem Rohre kann auf folgende Weise be- 
rechnet werden. Es ist für eine Äquipotentialfläche (Rohroberfläche 
von geringer Länge ä) 



e — 



cj . L — 2x 

I*ä 0g L~+tx ' 




Die Spannung zwischen zwei unendlich nahen Äquipotentialflächen, die 
auf der den Gleisen zugewandten Seite die Entfernung dx haben, ist 

j- _ 1JLcdx i 
ae = ~ *i(L* - 4if) ‘ 

Der Widerstand für einen Rohrstreifen von der Länge ö und der Breite ds 
ist bei einem Abstand dl (Fig. 7) 

cdl . de JLdx^ds 

tC<u ids’ >dl ti\u iB l x 1 ndl 
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Die Stromdichte (Strom pro Flächeneinheit) ist demnach 

i JLdx t 

Ut = t ds~ 

Bezeichnet man die mittlere Stromdichte am Rohr mit J', so ist 

j, J J'Ldx l 

J = 2Ä,*!’ * 

Setzt man für L und x, die gefundenen Werte ein, so ist 
_ j,dx x -i /<a -f- 2 B,) (a -(- 2 B, -f- 2 fl,) 

1 “ ' J dl V a(a + 2Ä,r 

Für die Bestimmung von hat man die Gleichungen (Fig. 7) 
R* = f s + (R' + dl) 1 + 2 e(R' + dl) cos cp, 

R ■= * -f- R' -f dx oder dx + dR = — e = — ■ 

Man erhält so 

dx x 

dl B + x — flcoaip 



Unter Berücksichtigung der Indizes für die eine Seite von der Mittel- 
linie aus 

d X, X| 

dl fl, + X, — B, C08 tp ’ 



( 10 ) 



dx, 

~dl 



«(a + 2fl,) 



a (a -)- 2 B,) 2 fl, (a -(- fl, -(- fl,) (1 — cos tp) 



Es ist dies das Verhältnis der Stromdichte an irgend einer Stelle 
des Ilohrs zu der maximalen, den Gleisen zugewandten. Für cp = 180° 
ergibt sich das (S. 68) gefundene Verhältnis. 

Die Stromdichte »" ist 



Ul) 



•< _ ,■ U(a + 2B,))a-f2B,)(a + 2B, + 2B,)« 

a(a-j-2fl,)-)-2fl, (a-|-fl, + fl,)(l — cos tp) (1 — cosijp.i 



Der Höchstwert auf der den Gleisen zugewandten Seite (für cp = 0) ist 

(11a) 



rl/( a + {a + 2Ii < + 2Ä «) 
V «(a+2B,) 



Für cp = 180®, also auf der den Gleisen abgewandten Seite des Rohrs, 
erhält man als den Niedrigstwert 



(11b) 



:■ _ r Va{a + 2R,) («_+ 2B,) (a + 2fl, + 2 fl,) 
ml» n (a + 2 fl,) -)- 4 7f, (a -(- B, + B,) 
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Zur Berechnung des auf einer Sektorfläche zwischen q> t und <p s 
austretenden Stromes setzt man in obiger Gleichung 



i r , J j d s 

* = iTds’ J = Tb, - **’ '* 9> ~ B, ■ 

Man erhält alsdann »', = 



J'Vg(a-t-2B|Xa-b2B t X 0 -i-2 B 1 -|-2B 1 ) /*_ dqp 

2 st ,/ a(a + 2B,)-t-2Ä 1 (a-fJJ 1 + JJ,)(l — coiv'i 

»i 



^ [aretgy]/' 



(a -(- 2 B , )(q 2 B t 4- 2 -ß,) 

a(a + 2B t ) 



> 



wobei y =■ tg ~ Für cp l — <p, ■*= 360° wird «, — J. 

Für ein Rohr Ton 10 cm Durchmesser in 1 m Entfernung von den 
Gleisen beträgt bei 1 Volt Spannung unter den früher gemachten An- 
nahmen die mittlere Stromdichte am Rohr 0,120 Milliampere. Die 
höchste Stromdichte ist hierbei etwa 1,09 mal so groß, als die mittlere, 
also rund 0,131 Milliampere. Das Verhältnis der größten Stromdichte 

zur geringsten ist 1,24. Für ein Rohr von 100 cm Durchmesser 

würden unter sonst gleichen Verhältnissen sich folgende Werte er- 
geben: Mittlere Stromdichte am Rohr 0,0174 Ampere, die höchste 
Stromdichte ist 1,915 mal so hoch wie die mittlere, also 0,0246 Am- 
pere pro qdm, das Verhältnis der höchsten zur geringsten Stromdichte 
ist 3,68. 

Für dünne Rohre ist demnach nicht bloß die mittlere, sondern 
auch die höchste Stromdichte größer als bei den dickeren Rohren. 

Die ermittelten Werte galten für den Fall der Einbettung von 
Gleis und Rohr in homogen leitenden allseitig unbegrenzten Boden. 
Für Straßenbahngleise trifft dies nicht zu. Die Gleise befinden sich an 
der Grenzschicht von einem Leiter (Erdboden) und einem Nichtleiter. 
Die nach den entwickelten Formeln berechneten Werte sind daher 
nur Grenzwerte, die etwas zu hohe Korrosionsströme ergeben. Die 
Äquipotentialflächen sind in diesem Falle nicht mehr Zylinderflächen 
von kreisförmigem Querschnitt. Angenähert könnte man den Betrag, 
um den sich der Stromübergang vermindert, berücksichtigen, wenn oben- 
stehende Gleichung benutzt wird. Es würde der Betrag des Stroms ab- 
zuziehen sein, der aus der freiliegenden Fläche austreten würde, wenn 
diese nicht von Luft, sondern von Erde begrenzt wäre. 

5. Korrosionen treten an Rohrleitungen nicht auf, wenn elektro- 
lytisch wirkender Stromaustritt aus den Rohren verhindert wird. 
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Um den Stromaustritt aus deu Rohren ungefährlich zu machen, 
ist schon wiederholt vorgeschlagen worden, die Rohre an den Stellen, 
wo sie positiv gegen die Gleise sind, metallisch mit diesen zu verbinden. 
Ferner wurde versucht, durch Erdung der Rohre die Ströme ungefährlich 
abzuleiten. 

Die metallische Verbindung von Rohr und Gleis kann zwar an 
der Verbindungsstelle die Spannung zwischen Rohr und Gleis nahezu 
aufheben, durch eine solche Verbindung werden jedoch die Rohrströme 
erhöht. Sind die einzelnen Rohre im ganzen Netz metallisch gut 
leitend verbunden, so könnte wohl durch eine derartige Maßnahme die 
Rohrleitung geschützt werden; es werden aber gleichzeitig auch die 
Erdströme vermehrt, die in benachbarte metallisch nicht verbundene 
Metallmasseu eindringen und an diesen Zerstörungen veranlassen 
können. 

Auch durch Erdung der Rohre an den gefährdeten Stellen kann 
die Stromüberleitung zwischen Rohr und Gleise begünstigt, die Rohr- 
ströme können verstärkt werden. Durch Verwendung von gewöhnlichen 
Erdplatten kann nicht viel erreicht werden, da der Stromübertritt vom 
Rohr zum Gleis nur in dem Maße vermindert wird, als die Spannung 
vermindert wird. Soll die Erdung wirksam sein, so muß, da die 
Äquipotentialflächen von niedrigerem Potential die Rohrleitungen ganz 
umschließen, auch die Erdung rings um das zu schützende Rohr er- 
folgen. Dies kann durch ein weiteres, mit dem zu schützenden Rohr 
metallisch verbundenes Rohr geschehen. Dieses Schutzrohr nimmt als- 
dann die Korrosionen auf. Eine solche Schutzmaßnahme kann praktisch 
nicht über den ganzen Gefahrbereich ausgedehnt werden, hat daher nur 
rein örtliche Bedeutung. Sie kann z. B. von Vorteil sein, wenn Rohr- 
leitungen nur an bestimmten Stellen, etwa an Kreuzungen gefährdet sind. 

Größere Bedeutung haben die Maßnahmen, die eine Verminderung 
der Rohrströme bezwecken. Nach den entwickelten Gleichungen wird 
dies erreicht, wenn der Gleiswiderstand, ebenso der Gleisstrom, möglichst 
vermindert, der Rohrwiderstand, ebenso der Übergangswiderstand von 
Gleis znr Erde oder Rohr, möglichst erhöht und die freitragende Strecke 
möglichst kurz gewählt wird. 

Der Gleiswiderstand kann durch Verwendung starker Schienen- 
profile und möglichst widerstandsloser, unter dauernder Kontrolle ge- 
haltener Stoßverbindungen klein gehalten werden. Den Rohrwiderstand 
etwa durch isolierende Stoßverbindungen zu vergrößern, macht tech- 
nische Schwierigkeiten, ist aber anscheinend mit Erfolg schon versucht 
worden. Voraussetzung ist für eine derartige Maßnahme, daß es ge- 
lingt, die Entwicklung von Erdströmen, die die erwähnten Rohr- 
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leitungen durchsetzen können, in hohem Maße zu vermindern. Ebenso 
ist eine dauernd gut zu erhaltende Isolierung von Straßenbahngleisen 
schwierig. 

Um die Länge der freitragenden Strecke zu vermindern und die 
Gleise vom Strom teilweise zu entlasten, um so die Potentialnnterschiede 
im Gleisnetz nach Möglichkeit zu vermindern, werden die Gleise an 
verschiedenen zweckmäßig ausgewählten Stellen gespeist. Um an den 
Schienenspeisepunkten die Potentiale nahezu gleich zu halten, werden 
in die Speiseleitungen gewöhnlich Widerstände geschaltet, die während 
des Betriebes den Betriebsverbältnisseu entsprechend passend einreguliert 
werden. In die Leitungen zu den Gleisen in der Nähe der Zentral- 
station werden die größten, in die Leitungen für die entferntesten 
Anschlußpunkte werden keine Widerstände eingeschaltet. Die Verhält- 
nisse sind hierbei so zu wählen, daß entsprechend den entwickelten 




Gleichungen das Produkt von Spannung in den Gleisen und freitragender 
Strecke möglichst klein ist. Diese Anordnung ist wegen ihrer Einfach- 
heit viel im Gebrauch; sie hat aber den Nachteil, daß in den ein- 
geschalteten Widerständen viel Arbeit verbraucht wird, und daß bei 
Änderungen in der Stromverteilung im Schienennetz die Widerstände 
nachreguliert werden müssen. Änderungen der Stromverteilung können 
durch Änderung des Fahrplans oder Verlängerung der einzelnen Bahn- 
linien auftreten oder auch im Laufe des Tagesbetriebs, wenn z. B. die 
eine Bahnlinie völlig stromlos ist, während eine andere an die gleiche 
Zentrale angeschlossene Linie starken Betrieb hat. 

Vorteilhaft sind, besonders wenn es sich um lange Speiseleitungen 
handelt, die sog. Kappschen Saugdynamos, die in die Schienenspeise- 
leitungen eingeschaltet werden. Es sind dies durch den Oberleitungs- 
strom erregte Maschinen. In der Schaltung (Fig. 8) sei x vom End- 
punkt der Strecke gerechnet, die Belastung sei gleichmäßig auf der 
Strecke verteilt. Es gilt dann für die Strecke vom Endpunkt bis L , 
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J 2 = -j- • Die Spannung zwischen den Endpunkten dieser Strecke ist, 
wenn W der Widerstand filr die Längeneinheit ist: 

j\wä.-'Zp. 

0 

Ist J t der Strom der Saugdynamo, so ist auf der Strecke zwischen 
Lj und L der Gleisstrom » 




die Spannung zwischen den Speisepunkten L, und L 

L 

. / Xt - j ) Wdx - 2 L ^ - L V - J ‘ W (L - ■ 

L x 

Soll an den Speisepunkten Potentialgleichheit herrschen, so muß 
J(L -f L t ) -= 2J,L sein oder 

T J(L + Lj) 

2 L 

Würde man hiernach L x = ~ wählen, fiir welche Verhältnisse die 

Spannung in den Gleisen den niedrigsten Wert annimmt, so würde die 
Länge der freitragenden Strecke, ebenso der Höchststrom in den Gleisen, 
auf den dritten Teil verringert werden. 

Stimmen die Speisepunkte für Oberleitung und Gleise örtlich über- 
ein, so stimmen, gleiche Stromverteilung in Oberleitung und Gleisen 
vorausgesetzt, auch die Speiseströme für Oberleitung und Gleise über- 
ein. Es gibt dies schon eine Kontrolle für richtig bemessene Schienen- 
speisung, falls nicht noch durch Messen der Spannung zwischen den 
Speisepunkten eine weitere Kontrolle vorgezogen wird. 

Die Spannung der Sangdynamo muß den Spannungsverlust der 
Saugleitung decken. Je mehr Saugleitungen und in je kürzerem Ab- 
stand diese vorhanden sind, um so mehr ähnelt die Anordnung einer 
Dreileiteranlage, in der die Schienen als Mittelleiter dadurch, daß ihnen 
Ströme von verschiedener Richtung von zwei Seiten zugefiihrt werden, 
von Strom entlastet werden. 

Ein Dreileiternetz in der Weise herzustellen, daß bei zweigleisigen 
Bahnen für das eine Gleis ein positiver, für das andere ein negativer 
Fahrdraht verwandt wird, während die Gleise den Nulleiter bilden, 
macht wegen der Isolation an Kreuzungen technische Schwierig- 
keiten. 
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Unter Verwendung von nur wenig Saugleitungen können dem 
Dreileitersystem ähnliche Verhältnisse geschaffen werden iFig. 9). Es 
werde wieder gleichmäßige Verteilung der Streckenbelastung angenommen. 
Die Schienenspeiseleitung sei am Ende unmittelbar in einzelnen Ab- 
ständen durch Widerstände mit dem Gleise verbunden. Die Abzweig- 
widerstände seien u\, tv t , ■ ■ ■, die von Strömen i 1( i 3 , ■ • ■ durchflossen werden. 




Die Widerstände in den einzelnen Teilen der Speiseleitung seien r 1 , r , , ■ ■ - r 
die von den Strömen ./, ,./,,••• durchflossen werden. Wenn. an den An- 
schlußpunkten Potentialgleichheit herrschen soll, muß sein: 

J l r l — i, u\ = 0 

i; ir, + J 3 r t — », ic, = ü 

V<* + J 3 r 3 — — 0 



». - 1 -l+Jn r n~ »- - °> 

ferner: 

Ji -|- ij = J 3 
J t i, = Jj 

J n -i + ».-t = J n 
■h + > , - J. 

Die Ströme i müssen der Belastungsverteilung auf der Strecke ent- 
sprechen. Bei gleichmäßiger Streckenbelastung müssen die Absaug- 
ströme » gleich sein, i\ = », =■ i, — • • • — • i a = J r 
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Hieraus ergeben sich für die Abzweigwiderstände die Werte: 
tc l - r, 

«'s = n + - r t 
tc, = r, + 2r s + 3 r, 

w m = r, + 2r, + 3r a H f- tir„. 

Die Stromstärke in der Speiseieitung nimmt nach dem Ende zu 
ab. Der Querschnitt kann demnach hinter jedem Abzweigpunkt kleiner 
gewählt werden. Würde man, wie dies bei Verwendung einfacher 
Speiseleitungen erforderlich ist, diese bis zum Ende gleich stark 
wählen, und würden die Anschlußwiderstiinde in gleichen Abständen 
angeschlossen, so würde r, = r ä = •••=■ r n = r sein. Es ist dann 

tt\ = r(» + 1) — • Der Spannungsverlust am ersten Abzweigwiderstand, 

um den die Maschinenspannung erhöht werden muß, um die verlangte 
Spannung zwischen Gleis und Oberleitung zu erhalten, ist unter den 
gemachten Voraussetzungen 

. . hi -f" 1\ */ 

«-*•*. = '.»•»( 

also 



nr ist der Widerstand des ganzen Kabels. Ist dieser II, so ist c = — • 

Gegenüber der Anordnung der Schienenspeisung mit nur einem 
Anschlußpunkt der Speiseleitung hat die zuletzt beschriebene An- 
ordnung den großen Vorteil, daß die Länge der freitragenden Strecke 
ohne Vermehrung der Speiseleitungen beliebig verringert und die 
Schienen in hohem Maße von Strom entlastet werden können. Dies 
geschieht für die ganze Gleisstrecke, wenn die Speiseleitung bis an 
das Ende der Strecke geführt wird. Bei verzweigten Bahnnetzen 
können die Abzweigwiderstände (tc) durch Abzweigspeiseleitungen 
ersetzt werden. Dieses Speisesystem kann in einzelnen Fällen auch 
mit den vorher erwähnten Systemen mit einfachen Speiseleitungen 
unter Einschalten von Widerständen oder Saugdynamos verbunden 
werden. 

Es gibt noch eine Anzahl von Maßnahmen, die gegen die zer- 
störende Wirkung der Streuströme getroffen werden, die aber zum 
Teil nur örtliche Bedeutung haben. 
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Die Gleise ganz von der Stromführung auszuschließen, ist aus 
technischen und wirtschaftlichen Gründen in vielen Fällen nicht an- 
gängig; werden aber die Gleise auch nur teilweise zur Stromführung be- 
nutzt, so ist eine vollkommene Beseitigung der Erdströme nicht 
möglich. Es sind in diesen Fällen dann Maßnahmen zu treffen, 
um die Stromentweichung möglichst niedrig zu halten. Von seiten 
der Beteiligten ist den Erdstromfragen dauernd die größte Beachtung 
geschenkt worden. Bei der Schwierigkeit des Stoffs sind umfangreiche 
Untersuchungen erforderlich und Aufgaben physikalisch -chemischer 
Art zu lösen, um die zweckdienlichsten Schutzmaßregeln aufzustellen, 
ohne die Wirtschaftlichkeit einzelner Anlagen in Frage zu stellen. 
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Herzog, Josef, und Feldmann, CI. Die Berechnung elektrischer 
Leitungsnetze in Theorie und Praxis. 2. Auflage. 2 Teile. Berlin 
1903, 1905, J. Springer. 

Als im Jahre 1893 die erste Auflage des Werkes erschien, war es 
noch möglich, die Grundlagen der Leitungsberechnung in einem mäßig starken 
Bande erschöpfend zu behandeln und dahei noch die wichtigsten Eigenschaften 
der Konsumapparate zu besprechen. 

Die jetzt vollständig vorliegende zweite Auflage, deren Vorwort 10 Jahre 
später datiert ist, umfaßt 2 starke Bände, wobei es sich noch als notwendig 
erwies, um den Umfang des Werkes nicht noch größer zu gestalten, die 
Besprechung der Konsumapparate fast vollständig zu unterlassen. 

Das Werk hat sich durch die zweite Auflage den ersten Platz, den ihrer 
Zeit die erste Auflage einnahm, wieder erobert; es dürfte weitaus das voll- 
ständigste Werk über das ganze mit dem Leitungsnetz zusammenhängende 
Gebiet der Elektrotechnik sein, und jeder Ingenieur, der auf diesem Gebiete 
»uf der Höhe sein will, muß das Werk eingehend durchstudieren. Der 
Hiesenstoff, der in den zwei Bänden zusammengetragen ist, spiegelt die 
rasche Entwicklung der Elektrotechnik getreulich wieder, das Suchen nach 
einer exakten Erforschung der Vorgänge, trotzdem gerade die theoretische 
Verfolgung der Netzberechnung insofern eine sehr undankbare Aufgabe 
ist, als bei ihrer Übertragung in die Praxis mit so viel angenommenen 
Faktoren (Konsum, Gleichzeitigkeitsfaktor) gearbeitet werden muß, daß eine 
Ibereinstimmung von Rechnung und tatsächlichem Verhalten nie zu er- 
warten ist. 

Es hat den Anschein, als ob durch die Fülle die Einteilung des Stofles 
gelitten hat. Allerdings trägt hierzu wohl auch der Umstand bei, daß die 
zwei Bände nicht gleichzeitig erschienen sind, sondern in einem Zwischen- 
raum von l'/j Jahren. Dadurch sahen sich die Verfasser genötigt, jeden 
Band als abgeschlossenes Ganzes zu betrachten, und man kann den zweiten 
Band als erweiterte Auflage des ersten bezeichnen. Die von den Verfassern 
gewählte Zweiteilung „Strom- und Spannungsverteilung in Netzen“ uud 
„Dimensionierung der Leitungen“ ist eine zu gekünstelte, die einerseits zu 
einer willkürlichen Zerreißung des Stoffes, anderseits zu Wiederholungen ge- 
führt hat. So finden sich z. B. im ersten Kapitel des ersten Bandes unter 
Stromarten einige Angaben über Zwei- und Dreiphasenstrom, weitere und 
zwar gerade Strom- und Spannungsverteilung im ersten Kapitel des zweiten 
Bandes. So finden sich die verschiedenen Netzberechnungen im ersten Band 
abgeleitet und an Beispielen erläutert, im zweiten Band an weiteren Bei- 
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spielen noch einmal ausführlich behandelt (Transfiguratiou, Gleichungs- 
methoden, Berechnung der Fernleitungen). Es wäre jedenfalls für das Ver- 
ständnis aller Ableitungen vorteilhafter, wenn gleich die ausführlichen 
Beispiele sich an diese anschließen würden. Die Dimensionierung der 
Leitungen ist eben keine selbständige Aufgabe, wie z. B. die Konstruktion 
einer Dynamo aus den Kechnungsdaten, sondern ergibt sich aus der Strom- 
und Spannungsverteilung ganz eindeutig durch das Ohmsche Gesetz. 

Dieser Punkt ist aber auch der einzige Einwand, der sich gegen das 
Werk erheben läßt, abgesehen von einigen belanglosen Bemerkungen, die 
bei der nun folgenden Besprechung der einzelnen Kapitel zu machen wären. 

Dem ersten Kapitel des ersten Bandes schicken die Verfasser eine 
Einleitung voraus, welche zuerst eine Klassifikation der Anlagen bringt. 
Der Vollständigkeit halber wären dieser auch die verschiedenen Bahusysteme 
einzureihen, sei es als Gruppe für sich, sei es als Unterabteilung der 
einzelnen Stromsysteme. In großen Zügen wird sodann die großartige Ent- 
wicklung der Starkstromtechnik und insbesondere der elektrischen Verteilungs- 
systeme besprochen. Den Schluß der Einleitung bilden Angaben über die 
Literatur, von den ersten Abhandlungen über Leitungsberechnungen bis zu 
den ausführlichen Werken der Jetztzeit. Unter diesen wäre auch die im 
zweiten Baud erwähnte Abhandlung von Frick (Zeitschrift für Elektrotechnik 
1894) und das Buch von Galluser und Hausmann der Vollständigkeit 
halber aufzunehmen. 

Im anschließenden Kapitel werden zunächst die Grundbegriffe über 
elektrische Energie und Strömung erläutert, sodann das Ohmsche Gesetz 
in seiner vereinfachten Form für Gleichstrom und seiner allgemeinen Form 
für Wechselströme besprochen. Diese Betrachtung führt dann zur Behand- 
lung der Richtungswiderstände, der Diagramme der Ströme und Spannungen, 
deren Anwendung an dem Beispiel der Ermittlung des Spannungsabfalles in 
induktiv belasteten Leitungen gezeigt wird. Bei der Ableitung der Formel 
für die Sekundärspannung ist auf S. 60 in dem Ausdruck für A D t ein 
kleiner Druckfehler unterlaufen, insofern es nicht DF sondern DF t , ferner 
in der ersten Formel für E t nicht E l sondern E[ heißen muß. Sehr in- 
struktiv sind die Diagramme und Kurven für die Strom- und Spannungs- 
verhältnisse bei Variation der Belastung und der Phasenverschiebung für 
eine gegebene Fernleitung. 

Im zweiten Kapitel werden zunächst die einfachsten Leiterverbindungen 
und im Anschluß hieran die Verwendung von komplexen Größen zur Dar- 
stellung von Richtungsgrößen besprochen. Gerade bei der Berechnung langer 
Fernleitungen bietet diese Darstellungs weise große Vorteile und ist daher 
die Aufnahme der Rechenoperationen mit diesen Größen wohl berechtigt. 
Sehr prägnant ist die Definition des Begriffes „Richtungsgröße“ als „Strecke 
mit Inbegriff der Lage.“ 

Bei der anschließenden Behandlung der Parallelschaltung von Wider- 
ständen werden, neben den rechnerischen und trigonometrischen, auch die 
graphischen Methoden in erschöpfender Weise besprochen. 

Die Verfasser gehen dann zur Besprechung der Sekundärerscheinungen 
bei Fernleitungen über und geben die theoretischen Grundlagen zur Berechnung 
der gegenseitigen und eigenen Induktion. Im letzten Teil des zweiten 
Kapitels werden die Eigenschaften des allgemeinen Wechselstromtransformators 
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und der Synchronmaschinen an Hand von Diagrammen erläutert , um hier- 
durch zu zeigen, daB diese Konsumapparate als Kichtungs widerstände auf- 
gefaßt werden können, welche unter sich oder mit Ohmschen Widerständen 
nach den bereits abgeleiteten Prinzipien kombiniert werden dürfen. 

Das dritte Kapitel ist der Theorie der Leitungsnetze gewidmet. Als 
Einleitung werden die Hauptgesetze der Determinantenrechnung und der 
linearen Gleichungen aufgeführt; sodann wird gezeigt, wie sich ganz allgemein 
tür jedes Netz ein Gleichungssystem aufstellen läßt, bei welchem die Knoten- 
punktspannungen die Unbekannten sind. Es folgt sodann die Besprechung 
des Satzes von der Superposition der Ströme und Spannung, ferner der 
Kirchhoffschen Kegeln, und als Anwendung derselben wird in ausführlicher 
Weise die Maschenstrommethode, die Transfiguration der Netze und als 
Schluß des dritten Kapitels die Energieverteilung besprochen. 

War das dritte Kapitel theoretisch aufgebauten allgemeinen Netzen ge- 
widmet, so werden im vierten Kapitel praktische Netze zugrunde gelegt. 
Als erste hierfür geeignete Methode ist die Konvergenzmethode aufgeführt, 
sodann das Schwerpunktsprinzip und die Verlegung der Belastungen in die 
Knotenpunkte. Gerade das letztere Prinzip spielt bei den in der Praxis 
anwendbaren Berechnungsmethoden eine große Rolle und ist die Grundlage 
für eine Reihe anderer Methoden. 

In dem anschließenden Beispiel wird die Anwendung dieses Prinzips 
an der Spannungsmethode gezeigt. Als Strommethode folgt die Schnitt- 
punktsmethode und schließlich wird die Transfiguration von Netzen an einigen 
Beispielen erläutert. Nachdem so die Grundzüge der verschiedenen Berech- 
nungsmethoden gegeben wurden, handelt der nächste Abschnitt von dem 
Einfluß der veränderlichen Belastungen, wie sie den praktisch allein vor- 
kommenden Verhältnissen entsprechen. Den Schluß des vierten Kapitels 
bildet die Besprechung der graphischen Methoden, welche im allgemeinen 
in der Praxis keine große Bedeutung erlangt haben, ausgenommen bei der 
Berechnung langer Fernleitungen, auf welche die Verfasser im letzten Kapitel 
des ersten Bandes zu sprechen kommen. Dieses Kapitel behandelt in ein- 
gehender Weise die Ermittlung der Strom- und Spannungsverhältnisse an 
langen Fernleitungen, ferner die überaus wichtigen Erscheinungen beim Ein- 
und Ausschalten derselben. 

Der zweite Band wird durch einige Worte über die an praktische 
Netze zu stellenden Bedingungen eingeleitet. Mit Recht wird auf die 
Wichtigkeit der Frage der Erwärmungen von Leitungen hingewiesen, deren 
Erforschung bis in die neueste Zeit hineinreicht und zur Zeit auch die 
Sicherheitskommission des Verbandes beschäftigt, um maximale Stromstärken 
für die verschiedenen Kabeltypen und die verschiedenen Vcrlegungsarten 
festzulegen. 

Im ersten Kapitel werden die verschiedenen Systeme der direkten 
Stromverteilung erläutert. Beim Seriensystem wäre ein Hinweis auf das 
Gleichstrom -Hochspannungssystem von Thury zu empfehlen. Bei den Er- 
satzwiderständen für Bogenlampen wären die Drosselspulen aufzuführeu, 
welche die Spannungsregelung durch Veränderung der Phasen Verschiebung 
erreichen und gegenüber den induktionsfreien Ersatzwinden den Vorteil eines 
sehr geringen Eigenverbrauches besitzen. Nach den Seriensystemen gehen 
die Verfasser zu den ungleich wichtigeren Parallelschaltungssystemen über, 
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deren einfachster Fall, die verzweigte Leitung an dem Beispiel einer Haus- 
installation erläutert wird. 

Den Schluß des ersten Kapitels bilden Angaben über das Drei- und 
Fünfleitersystem, ferner über die Mehrphasensysteme, Angaben, welche zweck- 
mäßiger im ersten Band Platz gefunden hätten. Das zweite Kapitel führt 
zunächst den Begriff der Löschbarkeit und den damit eng zusammenhängenden 
Begriff der Elastizität ein und bringt sodann die Bedingungen, welche ein 
Netz mit Rücksicht auf Motoren erfüllen muß. Bei Besprechung des Wechsel- 
strommotorenbetriebes ist auf S. 55 der Ausdruck normale und maximale 
Belastung des Motors gebraucht. Dieser Begriff hat sich leider sehr ein- 
gebürgert, obwohl er für Motoren und Generatoren leicht irreführend ist. 
Er stammt aus dem Dampfmaschinenbau, bei welchem er insofern berechtigt 
ist als unter Normalleistung die Leistung zu verstehen ist, bei welcher der 
Dampfverbrauch ein Minimum ist, während unter Maximalleistung die maxi- 
male Dauerleistung zu verstehen ist. Bei Generatoren und Motoren ist nur 
der letztere Begriff festlegbar, eine zwischen Leerlauf und dieser maximalen 
Dauerleistung durch irgend welche Sondereigenschaften besonders hervor- 
tretende Normalleistung gibt es nicht, und deshalb ist dieser Begriff zu 
verwerfen. 

Sodann folgen Abschnitte über das Wesen und die Berechnung von 
Speise- und Ausgleichsleitungen. Den Schluß des zweiten Kapitels bildet 
die Behandlung der asymmetrischen Belastung von Dreileiteranlagen und Mehr- 
phasensystemen. 

Das dritte Kapitel ist der wichtigen Frage der Erwärmung elektrischer 
Leitungen gewidmet, welche erst in den letzten Jahren insbesondere durch 
die angeführten Arbeiten von Dr. Apt. Wilkens eine bedeutende Klärung 
erfahren hat. Die Verfasser besprechen hierbei die Erwärmung bei blanken 
Drähten, bei isolierten Leitungen nach den verschiedenen Verlegungsarten 
und bringen auch die neuesten Belastungstabellen für Niederspannungskabel, 
wie sie vom Verbände aufgestellt wurden. 

Das folgende Kapitel behandelt die Dimensionierung der Leitungen 
vom wirtschaftlichen Standpunkt aus. Es wäre wünschenswert gewesen, 
wenn die Verfasser etwas ausführlicher auf den Gleichzeitigkeitsfaktor, d. h. 
das Verhältnis der maximal gleichzeitig auftretenden Stromentnahme zu 
dem installierten Werte, eingogangen wären, da dieser Faktor das grund- 
legende Moment aller Netzberechnung ist. Gerade bei diesem Kapitel wäre 
auch ein Hinweis auf die Statistik der Vereinigung der Elektrizitätswerke 
nützlich gewesen, da diese das einzig zuverlässige Material für wirtschaft- 
liche Daten ausgeführter Anlagen bildet und für Betriebskostenberechnungen, 
approximative Anschläge, Kontrollrechnungen von allergrößtem Nutzen ist. 

Im fünften Kapitel werden die verschiedenen indirekten Stromsysteme 
behandelt und zwar zunächst die Verteilung mittels Akkumulatoren, wobei 
die Dimensionierungen der Zellenschalterleitungen in überaus ausführlicher 
Weise behandelt werden. Anschließend folgt ein Abschnitt über Verteilung 
mittels Transformatoren, Motorgeneratoren und rotierender Umformer. Den 
Schluß des Kapitels bildet ein Vergleich der verschiedenen Verteilungsarten 
in bezug auf die erforderliche Menge an Leitungsmetall. 

Das sechste Kapitel, das umfangreichste des zweiten Bandes, umfaßt 
die Berechnung geschlossener Leitungsnetze, wobei die Verfasser in der 
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Hauptsache die im ersten Bande angegebenen Verfahren durch größere Bei- 
spiele illustrieren. 

Auch das siebente Kapitel baut sich im wesentlichen auf die im ersten 
Baud gegebenen Daten über Fernleitungen auf. 

Sehr interessant ist der Abschnitt über die Ursachen und Größe der 
Ableitung, welche hei der heute herrschenden Tendenz mit der Spannung 
immer höher zu gehen (auch in Deutschland sind z. Z. 2 Anlagen mit 
50000 Volt im Bau) eine immer größere Rolle spielt. Eine ausführliche 
Abhandlung über diesen Punkt findet sich in den Transactions ot' the 
American Institute of Electrical Engineers (Mürz 1904), in welcher von 
H. R. Ryan für die maximale Spannung bei einem gegebenen Querschnitt 

17 94 b d 

die Formel gegeben wird: K mxx • ’ - x 35 000 log - (r x 0,7 ) . Alle 

Maße in inches, die Temperatur in Fahrenheit gemessen. 

An zwei Beispielen «'erden die verschiedenen Methoden erläutert, was 
gerade bei diesem Kapitel besonders dankenswert ist, da es sich um Rech- 
nnngen handelt, welche noch nicht allgemein bekannt sind. 

Den Schluß des zweiten Bandes und damit des ganzen Werkes bildet 
das Kapitel über Leitungen für elektrische Bahnen. Ein ausführliches Bei- 
spiel über eine Gleichstromlinie zeigt die Aufstellung des graphischen Fahr- 
planes, die Ermittlung des Kraftbedarfes, die Berechnung der Speiseleitungen 
und der Schienenrückleitung. Zum Schlüsse ist noch auf die Grundzüge 
zur Berechnung einer Wechselstrombahn hingewiesen. :• 

Die Ausstattung des Buches, der Druck und vor allem die große An- 
zahl der Zeichnungen sind erstklassig. Nur mit der Art der Literatur- 
angabe kann ich mich nicht befreunden. Will man eine Angabe nach- 
schlagen, so muß man sich erst überzeugen, wo das betreffende Kapitel zu 
finde ist, da man sonst unfehlbar die Angabe des nächsten Kapitels aufschlägt. 
Es empfiehlt sich entweder alle Nachweise am Schlüsse jedes Bandes zu 
vereinigen oder aber, was für den Leser das bequemste ist, dieselben als 
Fußnote auf der betreffenden Seite anzubringen. 

Ulm. M. Neustätter. 

P. Appell. Eid mente d’analyse mathömatique a l’ueage des ingö- 

nieura et des phyeleiena. 2 B ” Ed. 690 p. 4°. Paris 1905. Gauthier- 

Villars. 

In 25 Kapiteln gibt Appell eine sehr reichhaltige Darstellung der 
Differential- und Integralrechnung, einschließlich ausgedehnter Anwendungen 
auch auf die Differentialgeometrie des Raumes, ferner die Integration einer 
Reihe von Differentialgleichungen, die Theorie der trigonometrischen Reihen, 
viele bestimmte Integrale, Annäherungsmethoden für die Integration (mecha- 
nische Quadratur) usw. 

Der deutsche Leser staunt, welche Kenntnisse in dem „elementaren“ 
Buch als von der Schule her bekannt vorausgesetzt sind, z. B. die Diffe- 
wutiationsregeln und die Differentialquotienten der elementaren Funktionen, 
Exponentialfunktion usw. 

Der „elementare“ Charakter andrerseits zeigt sich doch hei manchen 
Definitionen (stetige Funktion einer Veränderlichen “ ligne ininterrompue 

AkIut der Miilh.mttlk und Phjrrik. III Reih«. XII 6 

ST 
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— p. 4; Vertauschbarkeit der Differentiation bei einer Funktion von zwei 
Veränderlichen — p. Xl), während wieder in der Einzelausführung der 
Resultate, sobald es sich um physikalische oder geometrische Probleme 
handelt, sehr weit gegangen wird (genaue Berechnung der Schwingungs- 
dauer des Pendels mit Reihenentwickelung des elliptischen Integrals p. 193, 
vorher Bogenlänge der Ellipse p. 187). 

Auf die reiche Fülle kann hier unmöglich eingegangen werden (z. B. sind 
der Differentialgeometrie des Raumes allein fünf Kapitel gewidmet!). Auch 
Integrationsapparate werden ausführlich behandelt, wobei der harmonische 
Analysator vielleicht noch hätte berücksichtigt werden können. 

Was an Durchbildung und Vollendung die Werke von Picard und 
Jordan in der höchsten Analysis bieten, das gibt Appell für ein „ele- 
mentares“ (man muß aber die Grenze, was die extensive Seite betrifft, sehr 
weit ziehen!) mehr der Anwendung gewidmetes, nicht auf funktionentheore- 
tische Feinheiten und komplizierte Funktionen sich erstreckendes Gebiet. 

Leipzig. H. Liebmann. 

R. Gans. Einführung in die Vektoranalysis mit Anwendungen auf 
die mathematische Physik. Mit 31 Figuren im Text. 98 Seiten. 4°. 
Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Der Verfasser ist ein eifriger Verfechter der Ansicht, daß die moderne 
Elektrodynamik als „natürliche Rechenmethode“ die Vektoranalysis fordert, 
und tritt sehr energisch dem zum Teil von hervorragenden Forschern gezeigten 
aktiven und passiven Widerstand entgegen. 

Inhaltlich zeigen die drei ersten Kapitel, welche in der Hauptsache 
der Algebra und Analysis der Vektoren gewidmet sind, natürlich enge Ver- 
wandtschaft mit den Darlegungen des (nach Vollendung des Manuskripts 
erschienenen) ersten Bandes von Abrahams Elektrizitätslehre. 

Was nun die Anwendungen betrifft, so bringen schon die drei ersten 
Kapitel mancherlei, z. B. das zweite (nicht erste!) Keplersche Gesetz (S. 15), 
die Schraubenbewegung eines elektrischen Punktes im Magnetfeld (S.22) usw. — 
Die Zerlegung eines Vektorfeldes in ein lamellares und ein solenol'dales (S. 59), 
die unter der Voraussetzung einer bestimmten Ordnung des Verschwindens 
im Unendlichen ausgeführt ist, hat Blumenthal inzwischen unter all- 
gemeineren Annahmen bewiesen (Math. Annalen 61, S. 235 ff.). 

Es folgen im vierten Kapitel Anwendungen auf Hydrodynamik (Helm- 
holtz’ Wirbeltheorie), elektrolytische Verschiebung und Elektrodynamik. 
Die Maxwel Ischen Gleichungen werden aus dem Biot-Savartschen Gesetz 
und dem Faradayschen Induktionsgesetz erklärt, und zwar mit Hilfe des 
Stokesschen Satzes aus Vektorintegralen gewonnen. Besonders zeigt die 
damit verwandte, aber zuerst noch die Formel für die Strömung durch 
eine veränderliche Fläche (8. 50) erfordernde Ableitung der Hertzschen 
Gleichungen für bewegte Körper die Macht der Vektoranalysis. Es ergibt 
sich nämlich unmittelbar, daß die Gleichungen auch für ein bewegliches 
Koordinatensystem ihre Form behalten. 

Mit der Lorentzschen Elektronentheorie schließt das inhaltreiche und 
in seinem vierten Kapitel für Nichtphysiker etwas knapp gehaltene Buch. 

Leipzig. H. Liebmann. 
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C. Bnrali-Forti. Lezioni di Geometria metrioo-proiettiva. 308 p, 4®. 

Torino 1904, Fratelli Bocca. 

Seit Cremona 1860 der kinematischen Erzeugung der Kurven dritter 
Ordnung von Grassmann gedacht hat und die „methode tres expeditive 
et tres curieuse“, die Ausdehnungslehre, ins rechte Licht gesetzt hatte, 
pflegten italienische Mathematiker mit besonderer Vorliebe die so lange un- 
beachtete Schöpfung des deutschen Meisters auszubauen und anzuwenden. 

Das vorliegende Werk, welches eine systematische und didaktisch 
leichte (?) Einführung des zur Physik, Mechanik und darstellenden Geo- 
metrie Notwendigen geben soll, ist ein neuer Beweis dafür. 

Im ersten Teil werden, nachdem das Produkt von vier Punkten als 
mit Vorzeichen behafteter Tetraederinhalt definiert ist, durch die Forderung 
der assoziativen Multiplikation die Produkte von drei und zwei Punkten 
in ihrer geometrischen Bedeutung deduktiv gewonnen , ebenso spezielle 
Aggregate (z. B. die Vektoren als Differenz von zwei Punkten, der Schwer- 
punkt als Summe usw.). Sodann wird die Vektoranalysis in Grassmanns 
Form auf Kegelschnitte usw. angewendet. 

Der zweite Teil bringt die geometrische Deutung der allgemeinen 
Aggregate („Formationen 1 *), z. B. die Deutung der allgemeinen F, im Kaum 
als linearer Komplex und die Einführung der projektiven Geometrie, deren 
Ausbau mit Behandlung der Kegelschnitte (Pascal und Brianchon) der dritte 
Teil gewidmet ist. 

Im vierten Teil gibt der Verfasser einen kurzen Abriß der Differential- 
geometrie, wo die Vektorenrechnung wieder die Hauptrolle spielt. Sogar die 
Klassifikation der singulären Punkte von Kaumpunkten findet sich hier (S. 205). 

Es folgt im fünften Teil eine Darstellung der projektiven Raum- 
geometrie einschließlich der Flächen zweiten Grades. 

In einer Schlußnote werden noch kurz die Rotationsflächen konstanter 
Krümmung entwickelt. 

Leider fehlt ein Sachregister, auch sind die Rückverweise nicht sehr 
reichlich, sodaß schon aus diesem Grunde das oben vom Referenten ein- 
gefügte Fragezeichen wohl nicht ganz unberechtigt ist. 

Während die Vektoranalysis ja immer mehr an Verbreitung gewonnen 
hat, wird man doch sagen können, daß die viel mehr Abstraktion er- 
fordernde Punktrechnung kaum zum Allgemeingut und wohl noch weniger 
zorn didaktischen Ausgangspunkt der Geometrie werden wird, ohne damit 
ihrer namentlich in der gewaltigen Konzentrationskraft liegenden Bedeutung 
nahe treten zu wollen, für die Burali-Fortis Werk ein sprechendes Zeugnis ist. 

Leipzig. H. Liebmann. 

H. Wieleitner. Bibliographie der höheren algebraischen Kurven 
fiir den Zeitabschnitt von 1890 — 1904. 58 S. Leipzig 1905, Göschen. 

Das Heft gibt eine systematische Übersicht von etwa 1400 Arbeiten 
des genanntes Gebietes, mit Benutzung von etwa 300 Zeitschriften. Den 
Schluß bilden die 500 Autorennamen, alphabetisch geordnet. — Eine wert- 
volle Ergänzung zu den Werken von Loria und Wieleitner selbst über 
algebraische Kurven! 

Leipzig. H. Liebmann. 

6 * 
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Y. Lebeau. Sur un nouveau curvigraphe. J. Neuberg. Sur les 
lignes tracees par le curvigraphe Victor Lebeau. 39 p., 14 p. Bru- 
xelles 1904. 

Der Apparat besteht im wesentlichen aus zwei beweglichen Dreiecken ABC 
und DEF, bei denen die Seiten A C und FE übrigens nur zur Versteifung 
der für jede Bewegung beliebig einstellbaren Winkel ABC*** a und FDE = l 
dienen. ABC hat einen Grad der Freiheit; es gleitet mit der Seite BC 
auf einem festen Lineal. Die Kurve wird von irgend einem mit dem zweiten 
Dreieck festverbundenen Punkte beschrieben. D liegt immer auf BA, FD 
geht durch einen mit dem Lineal, also mit der Zeichenebene fest verbundenen 
Punkt 0. Um die Bewegung des zweiten Dreiecks vollständig zu bestimmen, 
wird entweder die Länge der Strecke DH (H ist der Schnittpunkt von DE 
und BC) konstant gehalten („konchoidale Bewegung“), oder die Länge der 
Strecke BH („Bewegung mit konstanter Projektion“ — die Projektion Bll 
von DH, also die Projektion parallel zu AB auf BC oder die Linealkante 
ist konstant). 

Die konchoidale Bewegung gibt je nach Wahl der Konstante und Ein- 
setzung des Zeichenstiftes eine Reihe von Kurven dritter und vierter Ordnung 
(Ophiuride, Kissoide, Konchoide, Kappakurve usw.), die Bewegung „mit 
konstanter Projektion“ Kegelschnitte. 

Herr Lebeau gibt kurz die Beschreibung des Apparats und die 
Resultate, Herr Neuberg, der über kinematische Erzeugung algebraischer 
Kurven viele Untersuchungen angestellt hat, die Theorie. 

Leipzig. H. Liebmann. 

N. I. Lobatschewski. Pangeometrie oti prdois de göomötrie fondde 
sur une thöorio gönörale et rigoureuBe des paralleles. (Reimpres- 
sion fae-simile conforme a l edition originale) 62 p. Paris 1905. 

Der — leider ohne Vorwort und Anmerkungen, ja ohne Angabe, wo 
und wann das Original erschienen, — gegebene Neudruck ist sehr will- 
kommen. In der Sammlung gelehrter Abhandlungen, verfaßt von Professoren 
der kaiserlichen Universität Kasan zur Erinnerung an deren fünfzigjähriges 
Bestehen (Kasan 1856) hat L. zuerst seine Pangeometrie in französischer 
Sprache veröffentlicht (S. 279 — 340). Prof. Engel charakterisiert in seiner 
Ausgabe und Übersetzung zweier geometrischen Abhandlungen L.’s ^Leipzig 
1899) das Werk dahin, daß cs gegenüber den früheren Abhandlungen L.’s 
nicht viel Neues bietet. Der alternde L. will aber hier noch einmal seine 
neue Geometrie, die jetzt sogenannte „nichteuklidische Geometrie“, eindring- 
lich in Erinnerung bringen, verweilt z. B auch bei der Frage, ob in unserem 
Raume die euklidische oder die „Pangeometrie“ gilt. — Referent bat bei 
seiner mit Paragrapheneinteilung, Figuren und Anmerkungen versehenen 
Übersetzung der Pangeometrie (Ostwald's Klassikersammlung, Nr. 130) Ge- 
legenheit gehabt sich zu überzeugen, daß das Werk nur „an wenigen Stellen 
mit umständlichen Rechnungen belastet ist“, und daß „der Verfasser der 
Pangeometrie sich noch im vollen Besitz seiner Geisteskräfte zeigt“ (Engel). 
Im übrigeu waren manche kleine Ungenauigkeiten zu verbessern, die aber 
hier nicht aufgezählt werden können. 

Leipzig. H. Liebmann. 
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H. C. E. Martus. Astronomische Erdkunde. Ein Lehrbuch angewandter 
Mathematik. Große Ausgabe. 3. Aufl. Mit 100 Figg. XVI und 473 S. 
Dresden 1904, C. A. Koch. 

Dem durch Reichhaltigkeit des Inhalts und peinlichste Genauigkeit in 
der Ausführung bekannten Werke bei seinem Neu-Erscheinen einige Begleit- 
worte mit auf den Weg zu geben, ist eine dankbare Aufgabe. Das Buch 
zerfällt in zwei Abschnitte: I. Der Sternhimmel. II. Die Erde, e) Kugel- 
gestalt, ß) Größe, •/) Bewegung, d) ellipsoidische Gestalt. Ohne Übertreibung 
darf man sagen, daß aus jeder Zeile desselben ein reiches Wissen mit einer 
pädagogischen Einsicht gepaart spricht, wie man es selten in einem Buche 
findet. Darum möge es in keiner Lehrer-Bibliothek fehlen; es ist ein Rat- 
geber für jeden Lehrer, der in mathematischer Geographie unterrichtet. 
Vornehmlich aber sei es als Prämie oder Geschenk für die Primaner unserer 
höheren Lehranstalten empfohlen. 

Einer kleinen Einzelheit Erwähnung zu tun, möchte ich nicht unter- 
lassen Auf S. 25 gibt Hr. Martus eine Erklärung des Wortes.Theodolit, 
indem er unter Berufung auf Weigand und Hugo Bieling wahrscheinlich 
macht, daß das Wort durch Verschmelzung des englischen Artikels the mit 
dem ursprünglich arabischen alidade, das zu atholida bei englischen Autoren 
des 16. Jahrhunderts geworden, entstanden sei. Demgegenüber gibt neuer- 
dings (Preuß. Jahrbücher, 1904, 116, S. 362 — 364) Hr. Didolff eine recht 
plausible Erklärung aus dia(ofuu) schauen, od(dg) Weg, Bahn, und 1/üfoc) 
Stein, Fels. Denkt man sich die Meßscheibe ursprünglich als Steinplatte, 
was viel Wahrscheinlichkeit für sich hat, so würde unser Wort soviel als 
„Wegschaustein“, „Streckenmeßplatte“, „Entferuungsmeßscheibe“ bedeuten. 

E. Haentzschel. 

Bruno Schulze. Das militärische Aufnehmen unter besonderer Be- 
rücksichtigung der Arbeiten der Königlich Preußischen Landes- 
aufnahme nebst einigen Notizen über Photogrammetrie und über 
die topographischen Arbeiten Deutschland benachbarter Staaten. 

Nach den auf der Königlichen Kriegsakademie gehaltenen Vorträgen be- 
arbeitet. Mit 129 Abbildungen im Text. XIV und 305 S. Leipzig 1903, 
B. G. Teubner. 

Der leider inzwischen verstorbene Verfasser war Chef der topographischen 
Abteilung der Landesaufnahme. Sein Werk bedarf keiner Empfehlung, es 
bat sozusagen einen amtlichen Charakter, indem es die bei E. S. Mittler 
und Sohn zuletzt 1883 erschienene „Instruktion“ für die Topographen der 
topographischen Abteilung der Königlich Preußischen Landesaufnahme wissen- 
schaftlich durch dringt und vertieft. Demgemäß ist das Arbeitsgebiet der 
Trigonometrischen Abteilung der Landesaufnahme, dem der Referent seine 
Monographie „Das Erdsphiiroid und seine Abbildung“, Leipzig, B. G. Teubner, 
1903, gewidmet hat, nur sehr kurz, desgleichen das der kartographischen Ab- 
tol(n^y‘ , mir im Cmriß geschildert. Die Reichhaltigkeit des Inhalts und der 
»uf das Praktische gerichtete Sinn des Werkes möge durch die folgenden 
Angaben erläutert werden: 

Oeschichtliche Entwicklung der Topographie, ganz besonders in Preußen 
b n — 15 _ Organisation der preußischen Landesaufnahme. 



Digitized by Google 




86 



Rezensionen. 



I. Teil. Die Vorarbeiten für die topographische Aufnahme; S. 18 — 54. 

II. Teil. Die topographische Aufnahme. A. — F. Instrumentenkunde, 
insbesondere G. Der Meßtisch und seine Hilfsinstrumente. S. 56 — 116. 
Anwendung des Meßtisch apparates. Die praktische Ausführung der mit, 
dem Meßtisch vorzunehmenden Arbeiten (Stationieren; H öhenbestimmung) . 

Die Darstellung von Grundriß und Bodenfonnen bei der Aufnahme 
S. 1 58 — 200 (Signaturen, Schriftproben, Schichtlinien'). 

Die praktische Ausführung der Aufnahme eines Meßtischblattes. Die 
Tagesarbeit des Topographen im Zusammenhang. Fertigstellung der Auf- 
nahme im Winter. S. 201 — 237. 

III. Teil. Die kartographische Verwertung der Meßtischaufnahme. 
Notizen über die außerpreußischen Vermessungs- und Kartierungsarbeiten, 
und zwar in den deutschen Bundesstaaten und ferner in Österreich, Ruß- 
land, Frankreich, Italien, Schweiz, Belgien, Niederlande, Dänemark, Schweden, 
Norwegen. 

Referent möchte das Werk zum Studium allen Kollegen empfehlen, die 
Lust haben, ihren Unterricht in der Trigonometrie in Obersekunda und 
Prima mit Rücksicht auf die Praxis lebensvoll und anregend zu gestalten. 

E. Haentzschei,. 



H. Becker. Geometrisches Zeichnen. Neubearbeitet von I. Vonderlin n. 
3. Aufl. Mit 290 Fig. und 23 Tafeln im Text. 136 S. Leipzig 1903, 
Göschen. 

Das Buch bat eine Reichhaltigkeit des Inhalts, die bei seinem niedrigen 
Preise geradezu staunenswert ist. Indem daher der Verlagsbuchhandlung 
das höchste Lob zu spenden ist für ihr Bestreben, Kenntnisse in der Geo- 
metrie in immer weitere Kreise dringen zu lassen, möchte Referent nicht 
zurückhalten mit Wünschen, deren Erfüllung für die nächste Auflage er für 
ausführbar hält. 

Die erste Ausgabe des Werkchens (1896) durch H. Becker enthielt 
auf der Rückseite des Titels einen Hinweis auf Werke, aus denen Beispiele 
entnommen sind: Owen Jones, Grammatik der Ornamente; Fr. Sales 
Meyer, Handbuch der Ornamentik; Hoffstadt, Gotisches ABC; Eggers, 
Lehrbuch des Zirkelzeichnens. Eine solche Angabe ist wissenschaftlich und 
weist zugleich den Anfänger darauf hin, daß es auch noch Werke des be- 
treffenden Gebiets gibt, die umfassender sind als das vorliegende. Sie be- 
wahrt zugleich den Autor vor dem Vorwurf des Plagiats, als z. B. aus 
Eggers Büchlein Teile des Textes wörtlich übernommen sind. Da der 
Hinweis auf die oben genannten yier Werke jetzt fehlt, wünscht Referent 
denselben wiederhergestellt. 

Im einzelnen folgendes. S. 22, Aufgabe 10 und 11 fehlt bei der Rek- 
tifikation des Kreises die doch so notwendige Angabe, daß nur eine Nä/ie- 
runuskonstruktion gegeben wird. S. 23 unten: Man macht (?) eine Strecke 
AB =» 5 (m? cm? Ref.), beschreibt um A mit AC einen Kreisbogen und 
trägt auf ihm (?! doch wohl als Sehne! Ref.) CD = 3 (??) ab . . . Größere 
Sorgfalt im Ausdruck wäre hier wohl am Platze. S. 46 g) findet sich die 
Aufgabe 10 von S. 22 unnötigerweise und ohne Hinweis wiederholt. S. 56 u. ff. 
Ellipsenkonstruktionen: warum fehlt die bekannteste von allen, die Faden- 
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konstruktion? S. 59, Fig. 131: „Ellipsenkonstruktion von Leonardo da 
Vinci" ist hinzuzusetzen! S. 128 u. ff. Erklärung und figürliche Erläuterung 
des Storchschnabels könnte vielleicht in dem Abschnitt über das Verkleinern 
und Vergröflem von Figuren hinzugefügt werden. Referent steht nicht an, 
das Büchlein im ganzen als sehr empfehlenswert zu bezeichnen. 

E. Haentzsch K i- 
tt. Vater. Dampf und Dampfmaschine. — Neuere Fortschritte auf 
dem Gebiete der Wärmekraftmaschinen. Aus Natur und Geistes- 
welt Nr. 63 u. 86. Leipzig 1905, 1906, B. G. Teubner. 

Die Teubnersche Sammlung „Aus Natur und Geisteswelt“ steht in 
der ersten Linie der buchhändlerischen Unternehmen, die einem weiteren 
Leserkreise gediegene, von wirklichen Fachleuten geschriebene Darstellungen 
begrenzter Gebiete zu sehr niedrigem Preise vermitteln wollen. Gegenüber 
den zahlreichen, mit vielen Bildern und meist sehr oberflächlichem Texte 
versehenen, weder ihrem Gehalte noch ihrem Preise nach als „populär“ 
tu bezeichnenden Büchern, die mehr der flüchtigen Neugier, als wirklichem 
Interesse der Leser dienen können, verdienen solche Bestrebungen die Teil- 
nahme aller Fachkreise. Denn gut geschriebene, einfache Darstellungen 
können auch angehenden Fachleuten wesentliche Dienste leisten, da sie 
unter Vermeidung schulmäßiger feierlicher Form einen einführenden Über- 
blick gewähren und sehr anregend wirken können. 

Die beiden vorliegenden Bändnhen entsprechen nach Anlage und 
Durchführung vollständig den Anforderungen, die sich aus dem Zwecke der 
Sammlung ergeben. Unter richtiger Auswahl des Stoffes bietet der Ver- 
fasser eine von klaren schematischen Skizzen begleitete Darstellung der 
Kolbendampfmaschine und der neueren Erscheinungen auf dem Gebiete der 
Wärmemotoren, in der Absicht, einen Einblick in die physikalischen Vor- 
gänge bei diesen Maschinen zu geben. In einfacher verständlicher Sprache, 
was hier besonders hervorzuheben ist, und mit nicht gewöhnlichem Lehr- 
geschick hat der Verfasser für jeden zum Nachdenken willigen Leser alle 
wesentlichen Gesichtspunkte entwickelt. 

In der Einleitung des ersten Bändchens sind zunächst einige elementare 
Grundbegriffe der Mechanik erläutert. Dieser leidigen Notwendigkeit können 
sich Schriften für weitere Kreise immer noch nicht entziehen, da diese von 
dem bunten physikalischen Allerlei, das ihnen die Mittelschule bot, erfahrung- 
gemäß einigermaßen klare Vorstellungen der notwendigsten Grundbegriffe 
im allgemeinen nicht mitbringen. Nicht durch ihre Schuld. Der Erfolg 
der dadurch veranlaßten propädeutischen Einleitungen kann leicht bezweifelt 
werden, eine sorgfältige, wie die vorliegende, wird aber mindestens den 
Wert einer selten ganz überflüssigen Auffrischung haben. Wie üblich, ist 
bei Entwicklung der Begriffe Kraft, Arbeit, Leistung in dieser Reihenfolge 
verfahren. Referent hat gelegentlich zugunsten möglichster Anschaulichkeit 
auch die umgekehrte Reihenfolge versucht, wie hier im Interesse gemein- 
verständlicher Darstellungen erwähnt sein mag. Dem Zwecke der Arbeit- 
entsprechend. ist in den einleitenden Abschnitten auch das Wesen des 
Kolbenindikators erläutert, und mit Hilfe der daran gewonnenen An- 
schauungen die zunächst wichtigsten thermodynamischen Eigenschaften 
der Gase. 
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Mit dem zweiten Abschnitte, dem Wasserdampfe und seiner Erzeugung 
gewidmet, tritt der Verfasser in sein eigentliches Thema ein und gibt zu- 
nächst einen sehr klaren und anschaulichen Überblick über die Physik des 
Dampfes, in der nur vielleicht, um Mißverständnisse zu vermeiden, mehrere 
Beispiele für die äußere Verdampfungswärme bei verschiedenen Drucken 
dienlich sein dürften. Leider gibt das beigegebene Diagramm der Dampf- 
wärmen wohl den Charakter der einzelnen Wärmekurven wieder, ihre Maß- 
stäbe stimmen aber nicht zu einander, und darunter leidet der Wert des 
Diagrammes für den vorliegenden Zweck überhaupt. Im Zusammenhang 
damit müßten auch mehrere Textstellen verändert werden. 

Bei Betrachtung der Dampfkessel ist von der Mitteilung von Wärme- 
durchgangskoöfüzientcn Abstand genommeu, die im Kesselbau ja auch keine 
Verwendung finden. Immerhin würde aber eine kurze Erwähnung der die 
fraglichen Werte bedingenden Verhältnisse den Einblick in die Vorgänge 
erleichtern. Die Bemerkung auf Seite 50 über die Dicke der Kesselwand 
könnte leicht so mißverstanden werden, als ob die praktisch in Frage 
kommenden Wanddicken einen wesentlichen Einfluß auf den Wärmeübergang 
hätten, was tatsächlich doch nicht der Fall ist. Einige Andeutungen über 
die Feuerungen und die höchst verwickelten Vorgänge bei der Verbrennung 
würden nicht überflüssig sein. 

Die Betrachtung der eigentlichen Dampfmaschine geht von deren 
historischer Entwicklung aus. Dabei erscheinen aber die Verdienste Watts 
nicht vollkommen gewürdigt. Watt hat zwar durch Aufnahme der Schwung- 
radmaschine und sorgfältige Ausbildung ihrer Einzelheiten die spätere An- 
wendung höheren Druckes ermöglicht, er selbst hat aber immer an der 
Kondensatormaschine mit ganz niedrigem Kesseldrucke festgehalten. Sein 
größtes, erst spät richtig erkanntes Verdienst um die Kolbcndampfmaschine 
muß vielmehr in seiner klaren Anschauung von dem Wärmeaustausche 
zwischen der inneren Zyhnderwand und dem eingeschlossenen Dampfe ge- 
sehen werden, der bahnbrechenden Erkenntnis, die bei Watt zunächst ihren 
Ausdruck fand in der Erfindung des vom Zylinder getrennten Kondensators. 
Daß dieser Kernpunkt der heutigen Dampfmaschinentheorio nicht greifbarer 
hervortritt, wenn auch einzelne Bemerkungen an verschiedenen Stellen dar- 
auf hindeuten, kann überhaupt als eigentlicher Mangel der vorliegenden 
Arbeit empfunden werden. Das Verhalten des Dampfes in nassem, trockenem 
und überhitztem Zustande an den inneren dampfberührten Metallflächen 
des Zylinders bei wechselnden Temperaturen, gegen dessen schädliche Folgen 
keine noch so wärmedichte Umhüllung des Zylinders schützt, vermag allein 
die tatsächliche theoretische Lberlegenkeit der mehrstufigen Expansion (trotz 
größerer dampfberührter Flächen), den günstigen Einfluß des Dampfmantels 
(der auffallenderweise nicht erwähnt wird), beigemischter Luft, des Dampf- 
ölens, der Dampfüberhitzung (trotz größerer, die schädliche innere Konden- 
sation scheinbar begünstigender Temperaturdiflerenzeu) zu erklären. Gerade 
weil diese Erkenntnis, zu der Watt den Grund legte, erst in den letzten 
Jahrzehnten gebührend gewürdigt wurde, während man noch in den 70er 
Jahren den Fortschritt vornehmlich in der mechanischen Ausbildung der 
Dampfmaschine, besondere der Steuerung suchte, sollte sie in einem modernen 
Buche mit besonderem Nachdrucke hervorgehoben werden, auch in einem 
elementaren, was um so leichter geschehen kann, als die streng physikalisch» 
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Behandlung der fraglichen Erscheinungen ohnehin noch in weitem Felde 
steht. Damit würde sich auch der Nutzen des überhitzten Dampfes schärfer 
erläutern lassen, als dem Verfasser ohne vorhergehende zusammenfassende 
Betrachtung der Flächenwirkung möglich war. 

Dagegen sind die kinetischen Verhältnisse der Kolbendampfmaschine 
so vollständig behandelt, wie der Umfang der Arbeit zuließ. Ihr praktischer 
Wert wird dadurch wesentlich erhöht, daß ähnliche Veröffentlichungen ge- 
wöhnlich garnichts darüber mitteilen. 

Den Schluß des Bändchens bildet sehr richtig eine allgemeine thermo- 
dynamische Betrachtung, die ein Urteil über den wirtschaftlichen Wert der 
Dampfmaschine ermöglicht. Es ist hier wohl zum ersten Male und zwar 
mit Glück in einer für weitere Kreise bestimmten Behandlung der Dampf- 
maschine von dem Entropiediagramme Gebrauch gemacht, das für mehrere 
bestimmte Beispiele durchgebildet ist. Das Verständnis dafür würde noch 
gefördert werden, wenn die mechanischen Bilder zur Versinnlichung der 
nicht leichten Begriffe noch weiter geführt und für die Entropie selbst ein 
naheliegendes mechanisches Analogon gegeben würde, schon um die hier 
unvermeidliche Lücke genauerer Begründung weniger fühlb*r zu machen. 
Auch dürfte noch größere Vorsicht beim Vergleiche mit den mechanischen 
und elektrischen Größen geboten sein, da die zufällige Entwicklung gefügt 
hat, daß wir Wärmemengen, im Gegensätze zu Gewichten und Elektrizitäts- 
mengen, selbst schon in Energiemaß ausdrücken. 

Das zweite Bündchen beschäftigt sich mit den jetzt l>esonders lebhaften 
Bestrebungen, größere Gasmaschinen mit billig herzustellendem oder von 
den Hüttenwerken unmittelbar gebotenen Gasgemischen zu betreiben, mit 
der Dampfturbine und Gasturbine, endlich mit den in neuerer Zeit wieder 
versuchten sogenannten Abwärmemaschinen. Es handelt sich hier also um 
ganz junge Erscheinungen der Technik, die der Verfasser ersichtlich mit 
besonderem Interesse und bei aller räumlichen und sachlichen Beschränkung 
doch so vollständig behandelt hat, daß seine Arbeit als leicht und angenehm 
lesbare Übersicht nicht bloß weiteren Kreisen überhaupt, sondern auch 
weiteren Fachkreisen willkommen sein wird. 

Namentlich mit Rücksicht auf diese letzteren Kreise erscheint aber bei 
Beschreibung der Gaserzeuger eine genauere Darstellung der Bildungsweise 
der Gase am Platze. Die üblichen Ausdrücke „unvollkommene Verbrennung“, 
„beschränkter Luftzutritt“ usw. sind zu unbestimmt und werden entbehrlich, 
sobald man als Bedingung für die möglichst vollständige Reduktion der 
immer zunächst gebildeten COj zu CO genügend hohe, glühende Kohle- 
schicht bei entsprechend mäßiger Dnrchströmgeschwindigkeit angibt. Auch 
die „außerordentlich hohe“ Temperatur des hier als „Luftgas“ bezeichneten, 
wesentlich CO als brennbaren Bestandteil enthaltenden Gemisches heim 
Austritte aus dem Generator, ferner der praktische Einfluß der verschiedenen 
Diffusionsgeschwindigkeit der hier in Betracht kommenden Gase bei Bildung 
der Zylinderladung, endlich die niedrigere Temperatur bei der Verbrennung 
von H gegenüber von CO werden bezweifelt werden. Die Darstellung der 
Schwierigkeiten, die großen Gasmaschinen genügend zu kühlen, wirkt nicht 
recht überzeugend. 

Bei der Betrachtung der Dampfturbinen macht sich wieder der Übel- 
stand bemerkbar, mechanische Grundbegriffe verwenden zu müssen, die nicht 
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vorausgesetzt werden sollen. Es ist aber für den Einblick in die Arbeits- 
weise der Turbinen wenig förderlich, den hier wichtigsten Begriff der Be- 
wegungsenergie nur mitzuteilen, weil seine Ableitung zu weit führen würde, 
ohne ihn wenigstens dem Empfinden näher zu bringen. Das läßt sich un- 
schwer erreichen, wenn man etwa ausgeht von einer Tabelle der Fall- 
geschwindigkeiten und Fallhöhen, die auch der noch ganz Unbewanderte 
mit dem bloßen Begriffe der Beschleunigung aufstellen kann. Auf diesem 
Wege gelangt man sehr anschaulich zu der Schätzung der Bewegungsenergie 
in Arbeitsmaß und zu der zusammenfassenden Formel selbst, wie auch zu 
dem Begriffe der Masse, dem man eine Bemerkung über das terrestrische 
Maßsystem anhängen mag. Bei einer solchen, übrigens auch ganz kurzen 
Vorbereitung würde sich die Mühe, die der Verfasser dem Turbinenelementc 
gewidmet hat, noch mehr bezahlt machen. Ähnliches ließe sich sagen von 
der günstigsten Umfangsgeschwindigkeit eines Turbinenrades, die sich etwa 
am Peltonrade leicht ermitteln läßt. Die sehr hübsche Übersicht über die 
jetzt wichtigsten Systeme von Dampfturbinen würden durch solche knappe 
Hinweise nur gewinnen. Eine besondere Betonung des thermischen Vor- 
zuges der DAipfturbine gegenüber der Kolbenmaschine, nämlich der gleich- 
bleibenden Temperatur des Dampfes an denselben Flächenelementen, erscheint 
nicht überflüssig. 

Das Wesen der bis jetzt, mangels eines brauchbaren Kompressors, noch 
nicht lebensfähigen Gasturbine konnte in Anlehnung an die Gasmaschine 
einerseits und die Dampfturbine andererseits sehr faßlich dargestellt werden, 
während der Bericht über die Abwärmemaschinen — zu denen man eigent- 
lich auch den besonders behandelten Rateauschen Wärmespeicher zählen 
müßte — vornehmlich die neueren Versuche mit schwefliger Säure berück- 
sichtigt. 

Im ganzen verdienen die beiden Arbeiten in besonderem Maße die 
Bezeichnung „lehrreich“, denn sie bewältigen umfangreiche Stoffe in wohl 
abgemessener Beschränkung mit den einfachsten Mitteln, deren Art und 
Verwendung auch für Lehrende von Interesse sein wird. 

Berlin. A. Rotth. 

Arwed Fuhrmann. Aufgaben aus der analytischen Mechanik. Dritte 
verbesserte und vermehrte Auflage. Erster Teil: Aufgaben aus der 
analytischen Statik fester Körper. Mit 34 Fig. Xn und 206 S. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 3,60 Ji. 

Diese rühmlichst bekannte Aufgabensammlung hat in der neuen Auf- 
lage eine nicht unbeträchtliche Vermehrung des Umfangs erfahren; sie 
bietet auf immer noch verhältnismäßig kleinem Raum in ihren 165 Auf- 
gaben eine Fülle schöner Anwendungen der Differential- und Integralrechnung. 
Besonders willkommen werden vielen die sehr ausführlichen Literaturnach- 
weise am Schlüsse jedes Kapitels sein. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 
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V ermischte Mitteilungen . 

1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

180. Die kubische Parabel 

y — o 0 + a,i -f a,* 1 + a 3 J* 

ist das Erzeugnis eines StrahlenbUschels und einer gleichseitig-hyperbolischen 
Parallelstrahleninvolution, welche den Schnitt einer gewöhnlichen Parabel 
and eines ParallelstrahlenbOschels projiziert. Beide Strahlenbüschel sind 
projektiv und erzeugen eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten x 1 
und y = 0 sind und deren Potenz — ti„ ist. Dieser geometrische Zusammen- 
hang ist aus der Kurvengleichung herzuleiten. 

Holzminden. G. Kober. 



181. Gegeben eine Cassinische Kurve (in rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten): ^ + _ y>) _ c z _ fl * 

I. Wenn o* > c\ besteht die Kurve aus 2 getrennten oval-ähnlichen 
Stöcken, deren eines das Spiegelbild des andern (für die y-Achse als Spiegel) 
ist Unter allen Ellipsen, die mit dem einen Kurventeil einen Brennpunkt 1 ) 
gemeinsam haben, diejenige zu finden, die sich dem Cassinischen Ovale am 
besten anscbliefit. Dazu ist der Abstand der Ellipse vom Oval, gemessen 
auf der Ovalnormalen, zu betrachten, dieser hat für jede der erwähnten 
Ellipsen irgendwo ein Maximum, und nun soll diejenige Ellipse gefunden 
werden, für die das Maximum seinen kleinstmöglichen Wert besitzt. 

II. Ist c* > a 1 , so besteht die Kurve aus einem geschlossenen Zuge, 
der bei festem a und hinreichend großem c eine cllipsenähnliche Gestalt 
annimmt. Es soll wieder die Ellipse bestimmt werden, deren Brennpunkte 
die der Cassinischen Kurve sind, und die sich dieser möglichst gut an- 
schließt. Ebenso ist der Hadius desjenigen Kreises um 0 als Mittelpunkt 
zu bestimmen, für den die größte Abweichung zwischen den beiderseitigen 
Peripherien, gemessen auf der Normalen der Cassinischen Kurve, ein 
Minimum ist. 

Potsdam, 4. Februar 1006. Otto Meissner. 



1) Z. B. den, der die Koordinaten r «• «, y — o hat. 
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B. Lösungen. 

Zu 9 (Bd. I, S. 207) (St Jolles). — „Es ist durch geometrische 
Betrachtungen zu zeigen, daß die Differenz to — sin to bei infinitesimalem to 
von dritter Ordnung unendlich klein wird.“ — Es ist geometrisch evident, 
daß für jeden zwischen Null und n enthaltenen Winkel w die Ungleichung 

2 sin ^ < co < 2 tan " 

besteht, weil to am Einheitskreise den Bogen, 2 sin ™ die hierzugehörige 

Sehne und 2 tan ™ die zur Sehne parallele Tangente, soweit sie zwischen 

die Schenkel von to fällt, bedeutet. Aus dieser Ungleichung folgt durch 
Subtraktion von sin <o 



tu . fo 

2 sin ^ — sin w < cö — sin o) < 2 tan 2 — sin oj. 

Nun ist aber: 

2 sin t) — sin 03 = 2 sin 0 1 1 — cos 0 ) = o sin* 4 cos 4 

2 tan ^ — sin 03 = 2 tan ” ^1 — cos* * J «* 2 sin* ” tan ^ ; 
also haben wir: 



o . 3 0l <0 . .W . (0 

8 sin® . cos . < 03 — sin 03 < 2 sin* _ tan _ • 

4 4 2 z 

Da man bekanntlich bei infinitesimalem Winkel den Sinus und die Tangente 
durch den Bogen und den Kosinus durch 1 ersetzen kann, so erhält man 
hieraus, wenn to infinitesimal ist, 

o> 5 . <o s 

8 < o — sin to < • 

Die Differenz ca — sin ta ist also bei unendlich kleinem to infinitesimal von 
der dritten Ordnung. 

Aussig (Böhmen). stud. matb. J. Krug. 




Zu 10 (Bd. I, S. 207) (St Jolles). — „Es ist der Wert von 

2 t+l sin a a . cos U> . zu bestimmen.“ 

2 * 2 * 

Erste Lösung. — Setzt man in der identischen Gleichung 



n 

2W) - f{ - k - ^ - rt*) - /■(!) 

* = s 

die willkürliche Funktion 



so wird 



- 1 


sin 


2*-«’ 




fl 




CD 


1 . 




sin 


«*-*" 


" 8 S1D 
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Da aber allgemein 



so ist 



1 . 1 . „ . , x x 

, sin* — sin 2x — sin 3 cos , 

4 o Z Z 



f(k) — f{k — 1) — 2* + 1 sin 5 " cos ", 
und die obige Identität lautet: 



2* + 1 sin 5 " cos ^ = 2* - 1 



2* 2* 2" 
Läßt man n ins Unendliche wachsen, so wird daraus: 






cos at = oi — sin oi. 



Zweite Lösung. — Es ist durch eine einfache Betrachtung klar, daß 
die Glieder der Folge 

. „ . sj „ . 0) . a > 

a, =■ <u — sin ei, Oi^to — 2 sin g , dj = a> — 3 sin - g -, - • -, o, — m — n sin 



mit wachsendem n unbegrenzt abnehmen, sodaß also lim a n =— 0. Es gilt 
daher folgende identische Gleichung: 

°i - ( a i - °(.) + K ~ a <.) + K — °<.H — in 



worin die Indices i,, i,, »,,••• beliebige Zahlen der natürlichen Zahlenreihe 
sind, die nur der Bedingung 1 < < », < i t < ■ • • genügen müssen. 

Wahlen wir nun i, = 2, *, = 4, i, = 8, ■ • •, allgemein i n = 2", so geht 
die angeführte Identität über in: 



o — sin <u • 



■ 2 ( rsin °- 

«aal ' 



— 2 " 



' n= 1 ' 



sin sin 

2 " 




Nun ist aber, wie man leicht findet: 

ÜJ CO . , 

2 sin — — sm ; = 2 5 sin 5 



Wir haben also: 



<o — sin co = JJy 1 



2" + 1 sin 5 



»» + 1 „m-i 



Die Annahme ». ~ 3" führt zu folgender Gleichung: 
e. - sin o. = 2(3" sin “ - 3""* sin 

«sl ' ' 



oder nach kurzer Umformung: 

o) — sin co =» 4 

Ganz ähnliche Überlegungen gelten bezüglich der Folge: 

, U (0 03 

<>, — tan oo — co, b t — 2 tan j — co, b s — 3 tan — — co, • • •, b n = n tan oo, 
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welche (o> < * vorausgesetzt^ ebenfalls eine Reihe von unbegrenzt abnehmenden 

Größen bildet. Es ist wieder lim b a =■ 0 , daher die Identität: 

* “ ® 

61 - (6, - 6 (i ) + (ö^ - b H ) + (b^ - b it ) + • • • in inf., 

worin wieder 1 < < i, < i, < • • • eine unendliche Anzahl ganzer, posi- 

tiver Zahlen bilden. 

Ist hier z. B. i, = 2 ", so erhält man folgende Formel: 
tan u - o) = ^2- 1 (tan ~ - 2 tan =-^2" “ 1 tan , tan* j a - 

Andere Annahmen für i, liefern ähnliche Formeln. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Kruo. 



Zu 16 (Bd. I, S. 370 ) (E. U. Barisien). — Demontrer que 



ß 



(o ! cos’®— ö*sin’©)’(a , C08 , ©-|- ö’sin’S) 



(«‘cos’© itain’©)* 



<IS 



in 

g , iri , /’fo'sin*© -)- 6 , co8 , »)ain’ © cos'Ö J£1 w(a* — 6*) 

“ + b ) J (a«sin*8-f 6‘coe*"©)* * W “ "(ö* +W 

0 

Setzt man in dem ersten Integral & = * — y, so wird es: 



/' 



(« , sin , i^ — 6 i cOfl*g?) , (a , Kin , qp -{- 6*cos , y) 



(a*8in*<p -|- b 4 coa r p)* 



(Up. Durch Umrechnung des Zählers 



ergibt sich: 

— [a’sin’ijp -f 0*008*90] • [(«* ö s )* sin*9o cos*9o — (a 4 sin*9o -f- 6 4 cos’<p)], 
woraus die beiden Integrale hervorgehen: 

r _ /„» , ,»nj fta’iiin'v + b’ cos^Bin^cOB««? 

~ {a + b)J~ (a . Bin> + bW^ •*» 

V 

in 

, /a*8in*9 -f- ft*co8*qp 

2 J a 4 8 in*qp -f“ ö 4 C08*<p ^ 

0 

in n in 

Zerlegt man das Integrationsintervall von J t : / ™ / + / un< ^ setzt im 

0 ö n 

zweiten Summanden 2 n — <p = y, so überzeugt man sich, daß 



n 

9 L B*8in*9 -f b , co9 , qp 
J a 4 Bin*<p -j- b 4 C0B*(p ^ 
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wird. Durch weitere Zerlegung 

n 



erhält mau: 



n n 7t 

•f-f+f 

- (*a 9 sin 9 <p -f- fc*c08*<jp , 
“ V * % ma*'P + V**'9 ip 



r a H* 4 - b 9 

Durch die Substitution tg <p — / geht dieses Integral über in : J ^ d t. 

o 

Die Methode der Partialbruchzerlegung liefert: 

/* o*i* + 6* 1 / dt , 0*6* /* dt 

J (aU'+byi+t')" a' + b’J l + i , + a*+»V a*t*-f h v 

0 0 0 

Das erste Integral rechter Hand ist bekanntlich *; das zweite Mithin 

Das Integral J t geht durch dieselbe Teilung des Integrationsintervalls mit 
nachfolgender Substitution tgq» = t über in: 

X 

J t — 4 («.*+&*)* / 

1 ' (a* am * <p -j- b *coa 9 tp) 9 ^ 



v 



-4 (a*+Vyj (l 



(o*t* + 6*)f* 



+ 0*(a‘t , +6‘)' 






Durch Zerlegung in Partialbrüche zerfällt letzteres Integral in eine Summe von 
vier Integralen: 



r a’t‘ + b't' „ n f dt f 4t , „ f C 

.1 <T+ty(«*l*+i‘)' i+i* +i(! J(i+tv + 

0 0 0 ? 



dt 

+ ** 



+ 



2» f dt 

V (a*t* -f- 6 4 )*’ 



wo die Konstanten B, die Werte haben: 
B = 6 ‘ 

tn*. 



(o* + 6*)*(o 4 — 6‘) ’ 
a‘6> 

* + 6*)V 

Die vier Integrale ergeben: 



„ ■ < f 

* = (a* + 6*)*(a* — 6*) ’ 



* (a* + &*)*(<«* -&V 

B _ _ a * 6 ‘ 

4 (o*-j-6*)*(a' — fr*)’ 



/ dt = * /* * 

l+t* = S ; J(l+t*)*“*i 

dt 1* dt 1* 

■»*«•+ fr* “ o*6* ' I» ,/ (a't* + fr 4 )* “ a*6‘ ' i ’ 
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Demnach nimmt das Integral <7, die Form an: 

26» 1 2a» . 1 ) 



I 26* 1 2a’ 1_ t 

* / i — a* — i>» ä‘ — b , + a*~ h’l 



oder 



J » a*+6*' 



Mithin wird das vorgclegte Integral: 

2:t 

' £* + 6> T O* + 6* — a’ + h» ' 



T , j 2 ^ 4 * 2 * 



Es ist unmittelbar ersichtlich, daß, wenn das Integral J t vernachlässigt 
würde, der absolute Wert des ursprünglichen Integrals ungeändert bliebe. 

Das von Herrn Barisien angegebene Resultat ist hiermit zu berichtigen: 

Statt muß es heißen: **,*,.. 

(a» -p »T o’ 

Berlin, den 18. November 1906. stud. math. Werner Gaedecke. 

Zu 149 (Bd. X, S. 327) (E. Lampe). — Erste Lösung: Zwei 
Geraden einer Ebene schneiden sich in C unter dem Winkel y; im Punkte P 
der beliebigen Kurve K ist die Kurventangente gezogen, die die Geraden 
in A und B schneidet; der Flächeninhalt des Dreiecks ABC ist J. Zu 
beweisen ist, daß J einen größten oder kleinsten Wert erreicht, l) wenn 
die Tangente in I’ durch C geht, 2) wenn P ein Wendepunkt der Kurve 
K ist, 3) wenn P die Mitte von AB ist. Bekanntlich wird bei einer 
Hyperbel der Tangentenabschnitt zwischen den beiden Asymptoten durch 
den Berührungspunkt gehälftet, und der Flächeninhalt des von den Asym- 
ptoten und diesem Tangentenabschnitt gebildeten Dreiecks ist konstant. 
Unter Benutzung dieses Satzes ergibt sich leicht, daß Dreiecke, gebildet 
von Kurventangenten, deren Berührungspunkt das Tangentensegment zwischen 
den beiden gegebenen Geraden hälftet, Marirna oder Minima sein müssen. 
In der Tat kann dann die Kurve in der Umgebung des Berührungspunktes 
durch einen berührenden Hyperbelbogen von infinitesimaler Ausdehnung (mit 
den beiden Geraden als Asymptoten) ersetzt werden. Eine unendlich kleine 
Variation der Tangente ändert dann an dem Flächeninhalte des Dreieckes, das 
durch die Tangente und die beiden Geraden gebildet wird, nichts, woraus 
folgt, daß dieses in diesem Falle ein Maximum oder Minimum sein muß. — 
Ferner ist klar, daß das durch eine Wendetangente und die beiden Geraden 
gebildete Dreieck ein Maximum oder Minimum ist, weil die durch die Wende- 
tangenten auf den beiden Geraden abgeschnittenen Strecken stets gleich- 
zeitig beide Maxima oder Minima sind und weil der Flächeninhalt des be- 
trachteten Dreieckes dem Produkte dieser Abschnitte proportional ist. 

Analytisch kann man so schließen: Die beiden gegebenen Geraden 
seien Achsen eines schiefwinkeligen Koordinatensystems. Die Gleichung der 
Kurve sei in sogenannten Plückersehen Linienkoordinaten gegeben: f\u, r) = 0. 

— ^ und — ' sind die Abschnitte der Tangenten auf den Koordinaten- 
achsen, die miteinander den Winkel y einschließen. Der Flächeninhalt des von 
einer Tangente und den Koordinatenachsen eingeschlossenen Dreiecks ist 
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also A =“ -• Wenn wir von dem selbstverständlichen Extremum A — 0 

Sun 

absehen, welches dann entsteht, wenn u und t> unendlich sind, d. h. , wenn 
die betreffende Tangente durch den Ursprung des Koordinatensystems hin- 
durchgeht, so wird A dann ein Maximum oder Minimum, wenn uv ein 
Minimum oder Maximum wird, also wenn udv + vdu = 0 ist; d. h. die 
Kurve kann an der Berührungsstelle ersetzt werden durch einen Bogen der 
Hyperbel uv — const., deren Asymptoten die Koordinatenachsen sind. 
Außerdem ist diese Differentialgleichung noch erfüllt, wenn du = 0 und 
gleichzeitig dv = 0 ist, welches die bekannten Bedingungsgleichungen für 
eine Wendetangente sind. 

Außig (Böhmen). stud. math. J. Kruu. 



Zweite Lösung: In dem Koordinatensystem, dessen Achsen die Geraden 

CA und CB sind, sei _ . . 

y = F(i t) 



die Gleichung der Kurve K, und man setze 

dy dF(x) , d'y _ d*F (x) 

dx dx ■ y ’ dx’ dx’ 



y" 



Die Tangent« im Kurvenpunkt« P schneidet von der Abszissenachse die 
Strecke CA — y ^ und von der Ordinatenachse die Strecke CB = y — v'r 

y . 

ab; mithin ist _ . , j 

y ■ •- 2 8in >'. 



woraus man durch Differentiation erhält 

dJ y"(y+y'x){y — y‘ x) 1 
dx y * 2 Sln r- 

Die größten oder kleinsten Werte von A treten also ein, wenn entweder 
y" = 0 oder y + y' x =■ 0 oder y — y' x — 0 

ist. Die erste dieser Gleichungen liefert die Wendepunkte der Kurve K\ 
aus der zweiten erhält man in Verbindung mit der Gleichung CB = y — y x 
y-~\CB, d. h. Punkt P ist die Mitte von AB\ aus der dritten Gleichung 
und der für CB ergibt sich CB = 0, d. h. Punkt P ist einer von den 
Punkten, deren Tangente durch C geht. 

Um zu entscheiden, welche von den ausgezeichneten Werten dds 
Dreiecks ABC Maxima und welche Minima sind, bilde man den zweiten 
Differentialquotienten der Funktion A , nämlich 

d'j 2y ,, y"(y — y’x) + y y" (,y + y’ x) (y — y'x) — ty"’y’ l . 
er y * 2 ‘ 

Hieraus ergibt sich 

1. für y” — 0: die Funktion A wird ein Maximum oder ein Minimum, 
je nachdem y"’ (y -f y’x) (y — y'x) negativ oder positiv ist; 

2. für y + y’x — 0: die Funktion A wird ein Maximum oder ein 
Minimum, je nachdem y’*y' (y — y’x) — y ” s y * und y entgegengesetztes 
oder gleiches Vorzeichen haben; 

XnkiT du Mathematik and Phv.ik. Ul. Bellte. XU 7 
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3. für y — y'x = 0: die Funktion A wird ein Maximum oder ein 
Minimum, je nachdem y' positiv oder negativ ist. 

Zu beachten ist dabei, daß die Funktion A negativ werden kann, 
nämlich wenn die Strecken CA und CB als Abszisse und Ordinate ver- 
schiedene Vorzeichen haben, daß daher der Wert A = 0 nicht nur ein 
Minimum, sondern auch ein Maximum sein kann; ferner, daß der absolute 
Flächeninhalt des Dreiecks ABC für ein negatives A bei Eintritt des 
Maximums einen kleinsten Wert, bei Eintritt des Minimums aber einen 
größten Wert erreicht. 

Anwendung auf die Kurve y = x l — 6x* + llx — 6. Man kann 
die Gleichung schreiben 

y =* (x — l)(x — 2)(x — 3); 



die durch sie dargestellte Kurve schneidet demnach die Abszissenacbse in 
den Punkten x = 1, x = 2, x = 3 und die Ordinatenacbse in dem Punkte 
y — — 6. Man findet 



A 

dA 

dx 



y' = 3x* — 12x + 11, y " = 6x — 12, y'" — 6, 
(2x‘ — 6x* 4- 6)* 1 . 

_ 3x*— 12x+ 11 ' 2 Sm J'’ 

(6x — 12) (4x* — 18x* + 22x — 6) (2x s — 6x* + 6) 1 . 

~ (8x* — 12* + 11)* ' 2 81 



Ausgezeichnete Werte von A treten ein für 

(1) x = 2, (2) 2x»— 9x* + llx— 3 — 0, (3) x 1 — 3x s + 3 = 0. 

Gleichung (l) liefert den einzigen Wendepunkt der Kurve (x, — 2, y l = 0); 
das zugehörige y' ist — 1; die Tangente schneidet von den Koordinaten- 
achsen die gleichen Strecken CA — CB = 2 ab, und A 1 — 2 sin y ist ein 
Maximum. Aus Gleichung (2) erhält man die drei Punkte 

„ _£ „ * , „ -J+yi. T 8-v^ 

x t ~ 2 ’ g ) x l 2 ’ “ 2 ’ r * 2 ’ 

— 3—1/5 



Dies sind die Punkte, die das Tangentensegment AB halbieren; die zuge- 
hörigen Werte von A sind 

z#, - * sin y, ein Minimum, 

A % — — 2siny, ein Maximum, 

A t = — 2 siny, ein Minimum. 

Durch Gleichung (3) sind die Punkte bestimmt, deren Tangenten durch C 
gehen, für die also A = 0 ist. Ihre Abszissen sind 

y s _ ys ys 

** 2 cos 10° ’ *• 2 cos 50° 1 *1 “ 2 cos 70° * 



Da die Funktion y' positiv ist in dem Intervalle von x — > — oo bis 
r =* 2 — J j/3 und negativ in dem Intervalle von 2 — l}/3 bis 2 -f- 
da ferner x 5 und x 6 in dem ersten Intervalle liegen und x, im zweiten, so ist 
A b <= 0 ein Maximum, 

A r , — 0 ein Maximum, 

A-, =■ 0 ein Minimum. 

Prenzlau. W. Steoemasu. 
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Zu 150 — 152 (Bd. X, S. 327) (G. Kober). — Erste Lösungen: 
Auf dem Kegelschnitt i = *, :x, = x, : x 3 oder K = x l x a — xjj ■= 0 seien die 
Punkte P. und P. durch 

o 0 i* 4- a x k + Oj = 0 

bestimmt; ferner seien R l und P s die Kegelschnittpunkte l = — ■— und 
h = — a, ~ Die Gleichung des Strahls P l P i ist 
t‘o*i + «j Jj + “ s x a = 0. 

Er ist der gemeinsame Strahl der beiden Strahlenbüschel , die als Grund- 
strahlen 

(1) a 0 x l + öjX, = 0 und x 3 =■ 0 oder A 3 Jf, und AjA t , 

(2) x x = 0 und o,r s a i x s = 0 oder A 3 Aj und A, II, 

haben. In dem besonderen Falle a x — 0 fallen beide Strahlenpaare mit 
dem Strahlenpaar A,A, und A,A, zusammen; es ist =* — i,; A S P, P 3 
ist eine Gerade, und die Punkte A, , A 5 , P t> P, sind harmonische Punkte 
des Kegelschnitts. 

Es seien jetzt vier Punkte P t , P,, P 3 , P t des Kegelschnitts K — 0 
durch die Gleichung 

«j,!. 1 + «j A 3 -f- Oji’ + 0,11 -f «i = 0 

gegeben. Setzt man hierin i* = — und A = - 1 = — , so erhält man die 
Gleichung eines Kegelschnitts 

H = a 0 x? x 4- a l x l x i 4- a i x l x t 4- <H x t x t + «4 's — °> 
der durch die vier Punkte P geht. Man kann diese Gleichung in den 
Formen x l (a 0 x l 4- <*,*,) + x a(<h x i + <h x i + a t r a) — 0, 
x 1 (a 0 x 1 4- o,x, 4- Oj*j) 4 - ^(djXj 4- a t x 3 ) = 0 

schreiben. Demnach gehört der Kegelschnitt H = 0 erstens dem Kegelschnitt- 
büschel an, das durch die Strahlenpaare x x = 0, a 0 x 1 4- «i-r., — 0 und 
Xj = 0, a t x l + Oj-tj 4" a 4 x 3 “ 0 bestimmt wird, und zweitens demjenigen, 
das durch die Strahlenpaare *, = 0, «„x, -)- a x x s 4- a,x 3 — 0 und x, — 0, 
OjX, 4 o t Xj — 0 bestimmt wird. Hierin sind die Strahlen x, = 0 und 
x } = 0 die Dreiecksseiten A 3 A 8 und A,A 8 ; der Strahl a 0 x, -j- n l x s «= 0 

verbindet die Punkte A a und A — — — , der Strahl ajX 8 4- u 4 x 3 = 0 die 

«0 

Punkte A, und A — — — ; der Strahl OjXj 4- « 3 x 8 4- a 4 x 3 = 0 geht durch 
°s 

die beiden Punkte <jjA s 4- o, A 4- o 4 = 0 und der Strahl o 0 x, 4- a,x 8 -(- a 8 x 3 — 0 
durch die Punkte a 0 A s -f «jA -f Oj =* 0. 

In dem besonderen Falle o„ — 0 ist eine der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung vierten Grades, etwa A 4 , unendlich groß, und Punkt P 4 fällt mit 
dem Punkte A = oo , d. h. mit A, zusammen , so daß nur 3 Punkte übrig- 
bleiben: die Gleichung reduziert sich auf eine Gleichung dritten Grades. 

Es seien nun die drei Punkte P n P 8 , P 3 des Kegelschnitts K = 0 
durch die Gleichung ^s + ^ A *. + + flj _ 0 

7 * 
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gegeben; dann laßt sieb zeigen, daß, wenn 1 — 1, = 0 einer dieser Punkte 
ist, die beiden anderen jedesmal die Schnittpunkte derjenigen Sekante sind, 
die den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

x, -f “ 0, o,x, -f o,x, = 0 
mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen 

x, + l,x, — 0, o 0 x, + a,x, = 0 

verbindet. Es sei • = 1 , also P, der Punkt 1 — 1, = 0. Die Gleichung 
des Strahls P,P, ist 

x - , (lj 1,) Xj -p 1, 1, Xj = 0 

oder, weil — (A, + 1,) — + 1, und 1,1, = — ist, 

u o a 0 

O 0 l 1 x 1 + 1,(0! + O 0 i,)Xj — o,x, = 0. 

Addiert man hierzu die Gleichungen 

— (a, + Ool,)^, + l,x s ) = 0 und o,x, + a,x, = 0, 

so wird die linke Seite gleich Null. Die Gerade P,P, geht also durch den 
Schnittpunkt der beiden Strahlen x, -f l,x, = 0 und o,x, + <*j x s — O. 
Addiert man ferner die Gleichungen 

1, [u 0 i,x, -f- ( a t + a 0 l,)x, — OjXj] = 0, 

(o,l, + o,)(x, + lj x,j - 0, 

— *i(a„x, + “«*») = °. 

so wird die linke Seite ebenfalls gleich Null; denn es ist 

l«(o, + a 0 l,) — !!(*, + !,) — a,(i, 1, + *,1, a.1, ( 1 x 0 » + «,). 

Die Gerade P,P, geht also auch durch den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

x, + *i*s “ 0 und «o x i + <h x a = 0. 

Die hier in Betracht kommenden Strahlenpaare erhält man aus dem 
schon vorhandenen Punkte P, oder 1 = 1, und aus den 3 Punkten Il t oder 
a 

1 — folgendermaßen: Der Strahl A, P, treffe den Kegelschnit K — O 

a t - i t 

zum zweiten Male in P, ; dann ist P[ der Punkt 1 = — 1,; daher ist 
x, + Ax, = 0 der Strahl A,P,', x, + l,x, — 0 der Strahl A, Pi Ferner 
sind o,x, + o, x, = 0, o,x, -f- o,x, = 0, o 0 x, + o,x, — 0, a,x, + o,x, — O 
der Reihe nach die Strahlen A, /?„ A, R s , A,R V A l R j . Der Schnittpunkt 
S der Strahlen A, 7J, und A, P, liegt auf dem Strahl o, x, — a,x , ■= O 
oder A,S; demnach ist a,x, + o,x, = 0 oder A a Q l der vierte harmonische 
Strahl des Büschels A, (A,, A s ; S, (),). 0 er Schnittpunkt T der Strahlen 
A,f?, und A, llj liegt auf dem Strahl o 0 x, — o,x, — 0 oder A, T ; demnach 
ist a 0 x, -(- o,Xj = 0 oder A,@, der vierte harmonische Strahl des Büschels 
A, (A„ A,; T, Q t ). Man findet also der Reihe nach die Punkte P,', S, T 
und die Strahlen A a Q i} A, Q t Schneiden sich dann die Strahlen A,P,' und 
A,9s in V, die Strahlen A,P,' und A s Q t in V, so ist UV derjenige Strahl, 
der den Kegelschnitt A' = 0 in den Punkten P, und P s oder 1 = 1, und 
1 = 1, trifft. 

Prenzlau. W. Stegemann'. 
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Zu 150 (Bd. X, 327) (G. Kober). — Die zwei Punkte aol* + 0,1+ a, — 0 
des Kegelschnittes 1 = x t : x, = x 9 : x, sind die Schnittpunkte eines Strahles, 
den zwei Strahlenbüschel gemein haben. Welche Strahlen bestimmen beide 
Büschel? Welche Strahlen ergeben sich in dem besonderen Falle a, = 0? 

Zweite Lösung. — Die zwei Punkte, in denen die zwei Strahlen 
a 0 x* -f ei, x t x s + a,Xj — 0 den Kegelschnitt x,r, -=• x* zum zweiten Male 
schneiden, sind die Schnittpunkte des Strahles a 0 Xj + a 1 x i + OjX, = 0, 
welcher sowohl den Schnittpunkt der beiden Strahlen 
a a x i + a i x i “ 0, x, = 0 
als auch den Schnittpunkt der beiden Strahlen 

a i a » + a s- r > = 0, x, — 0 

enthalt. In dem besonderen Falle a t — 0 sind beide Strahlen beide Mal 
x,Xj = 0; der dritte Strahl beider Büschel ist dann «jX, + o,x, — 0. 

Holzminden. G. Kober. 

Zu 151 (Bd. X, 327) (G. Kober). — Die vier Punkte a 0 A*4-a,I 3 
4 0 , 1 * + a 3 l + a 4 — 0 des Kegelschnittes 1 = x, : x, = x, : x, sind die 
Schnittpnnkte eines zweiten Kegelschnittes, die zwei Kegelbüschel gemein 
haben. Welche Strahlenpaare bestimmen beide Büschel? Welche Besonder- 
heit ergibt sich in dem Falle «„ = 0? 

Zweite Lösung. — Die vier Punkt«, in denen die vier Strahlen 
n 0 r} 4- a,x*x, -f- a, x] x\ + «„XjXj + a t x J = 0 den Kegelschnitt x l x i = x\ 
znm zweiten Male schneiden, sind die Schnittpunkte der Hyperbel 
a 0 xj[ + a \ x i Xj + OjXjXj + <?jX,Xj -f- a 4 xj — 0, welche sowohl die Schnitt- 
punkte der Strahlenpaare 

(o 0 x, 4- OjX, 4- <ijXj) x, — 0, («jX, 4- a,Xj)x 9 — 0 

als auch die Schnittpunkte der Strahlenpaare 

(a„x, 4- o, x,) x, = 0 , (o,x, 4- a,x, -f- a 4 x 9 ) x, — 0 , 

mithin zweimal die drei Punkte 

(a 0 x, 4- o,x,)xj — 0, (a,x, 4- a 4 x,)x, = 0, x,x s = 0 

wie außerdem die beiden Punkte 

(ojXj 4- u,x, 4- a,Xj) (ojXj 4- a 4 x s ) — 0, 

(a 0 x, 4- OjX,) (a,Xj 4- a,x s 4- a 4 x,) = 0 , 

enthalt. Im Fundamentalpunkte x 4 x, = 0 wird dieser Kegelschnitt von 
n,jj -f OjXj — 0 berührt; seine Tangenten in den beiden andern Doppel- 
punkten sind: . , . 

(o 0 x, 4- a,x, 4- OjX,) : rt s x, = a 0 :a t , 

«,x, : (n,X, 4- OjXj 4- « 4 x,) = «j : «< , 

mithin Strahlen desjenigen Punktes, in welchem sich die beiden Strahlen 

«i x t + — 0 , a,Xj 4- OjX, = 0 

schneiden. Im Falle a 0 — 0 wird der gesuchte Kegelschnitt in XjX s = 0 
von o, Xj 4" «jXj = 0 berührt. 

Holzminden. G. Kober. 
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Zu 162 (Bd. X, 327) (G. Kober). — Ist A — A 4 = 0 einer von den 
drei Punkten a 0 1* + o l 1* + a, 1 -f »j = 0 des Kegelschnittes 1 = x t : x s *=■ x t : x } , 
so sind die beiden anderen Punkte jedesmal die Schnittpunkte derjenigen 
Sekante, welche den Schnittpunkt der beiden Strahlen x 1 + 1,. x a = 0, 
a 1 x i + a a x a = 0 mit dem Schnittpunkte der beiden Strahlen x, + A(X, = 0, 
a g x t + OjXj =* 0 verbindet Wie folgen diese Strahlen aus dem vorhandenen 
Punkte A — A 4 — 0 und den gegebenen drei Punkten u,_ ,i a 4 = 0 des 
Kegelschnittes? 

Zweite Lösung: Die Entwicklung von f(l) — /"(A,) : (A — A 4 ) = 0 gibt 

M* + Oo*< + Ol) 1 + (« 0 ^* + Ol 1, + «,) - o 

als Gleichung der gesuchten Punkte. In ihnen wird der Kegelschnitt 
A = x 1 : x s *= x t : x t von der Geraden 

“o^i + OVr + a i) x i + M + Oi A i + Oi)** = 0 

geschnitten, welche die beiden Strahlen 

(°»Aj + «i)(*i + A 4 x B ) + ( a 0 x, + o,x s ) =« 0 , 

( a 0 Aj + «i)(*i + h x s) ~ (01*1 + «s*s) “ 0 

deckt Der hier benutzte Punkt A + A, = 0 des Kegelschnitts ist dem vor- 
handenen Punkte A — A 4 = 0 desselben konjugiert, d. h. der zweite Schnitt- 
punkt der durch diesen Punkt gehenden Sekante x t — Ajx, = 0. Die beiden 

Funkte aber auf x t = 0, die mit der gegenüberliegenden Fundamentalecke 
zu verbinden sind, sind die Schnittpunkte der beiden Strahlen 

a 0 x 1 + o,x s + a a x a = 0 , 
o,x, -f a,x , -f a a x a = 0, 

welche die auf x a — 0 und x, = 0 geworfenen Projektionen der beiden 
ersten und der beiden letzten von den drei gegebenen Punkten verbinden. 
Holzminden. G. Kober. 



Zu 154 (Bd. X, S. 328) (H. Wieleitner). — Gegeben sind die Kreise 
K mit dem Durchmesser AB = 2Jf und K' mit dem Durchmesser A' B — 2r. 
Beide Kreise berühren sich in B. Nimmt man A ' als Anfangspunkt und 
A’ B als positive x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so ist 
die Gleichung des Kreises K 

[x - (2r T R)Y + y ! - R 1 

und die des Kreises K’ 

(x - r)* + JT = r ! . 



Das obere oder untere Vorzeichen ist zu nehmen, je nachdem sich die 
Kreise von innen oder von außen berühren. Durch den Punkt A' lege 
man den beliebigen Strahl y — Ax, der den Kreis K in Q und den Kreis 
K' in Q' schneidet, und trage auf dem Strahl von A' aus die Strecke 
A'P—A'Q — A’Q' ab. Dann sind die Abscissen von Q und Q' 



Sr + R + ]/i<* + 4 A»r(± B — r). 

1 4 * A * 



bzw. x, =■ — 



Sr 

1 -f A* ’ 
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mithin die Abscisse von P 

_ - _ TK + V'A’ + «*r(±Ä=7) 

x ~ x i x * - - l+i* ' 

Setzt man hierin 1 — so erhält man die Gleichung des Ortes von P, 
<1 h. die Gleichung der als Kreis-Kissoide bezcichneten Kurve, nämlich 
(** + y*)(z* + y 3 ± 2Rx) - 4r(± R - r)ij' - 0. 

Für I{ — oo wird hieraus 

*(** -f y r ) — 2 ry 3 — 0, 

also die Kissoide des Diokles; für R =» 2r, wenn sich die Kreise K und A" 
von innen berühren, 

(** + y*)(** + y* + 4r*) — 4r*y* — 0, 
d. i. die Kardioide. 

Hiernach läßt sich die Kardioide als Kreis-Kissoide konstruieren. Um 
zu zeigen, daß diese Erzeugungs weise der Kardioide der sonst üblichen 
äquivalent ist, zeichne man noch den Kreis K" mit dem Durchmesser 
AA' =• 2 r. Der durch A ’ gelegte Strahl treffe K’’ in 8. Nach dem ge- 
wöhnlichen (konchoidalen) Verfahren erhält man einen Kardioidenpunkt X, 
wenn man auf dem Strahl in der Richtung von S nach A ' die Strecke 
SX=2r abträgt. Nun ist, weil die Kreise K' und K" kongruent sind 
und A' ihr innerer Ahnlickeitspunkt ist, SA' =* A'Q’, also A’X — SX 
— SA' = 2r — A'Q' = A'Q — A'Q' => A' P; folglich fällt X mit P zu- 
sammen, was zu beweisen war. 

Prenzlau. W. Steoemakx. 

Eine ähnliche Lösung von stud. math. A. VVieferich IM (Inster i. W). 

Red. 

Zu 155 (Bd. X, 328) (H. Wieleitner). — Man zeige, daß die acht 
Berührungspunkte der gemeinsamen Tangenten zweier Kreise mit d«-n 
Radien R und r, wenn der Mittelpunktsabstand a =- Y'JflP + r 3 ) ist, auf 
zwei zueinander senkrechten Geraden liegen, deren Schnittpunkt die Zentrale u 
im Verhältnis R 3 : r 1 teilt. 

Erste Lösung: Ich lege der Betrachtung ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system zugrunde, dessen Ursprung in dem Mittelpunkt des Kreises mit dem 
Radius R liegt, und dessen r- Achse mit der Richtung der Zentrale a zu- 
sammenfällt. Sind (x it y i ) und fxi, y, ) die Koordinaten eine« heliehigen 
Punktes auf dem Krei-e mit dem Radius II hezw. r, dann mögen die acht 
Berührungspunkte der gemeinsamen Tangenten bezeichnet werden mit 

A r = (*„ 9,), A'. y',), b- i.i *.*/ 

wobei sieb die Indices 1 und 2 auf die äußeren, 3 und i auf die inneren 
Tangenten beziehen. Vermöge der Relation a II* | r* ) ergeben «ich 

die Längen der äußeren und inneren Tangenten gleich It j- r hezw. II — r. 
Analytisch ausgedrückt. ist 

(1) iz m - xj 3 + <g m — y‘ m/ 3 “(/H T) % <--• >» 

(2) ’z, — z'.f -f (y. — y '.) 3 — (It r » «i 
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Beachtet man noch, daß für die Punkte A r und A r die Gleichungen 
(3) x\ + y' — Ä* bezw. (x' r — a)* + y' r * = r* 

gelten, so gehen die Gleichungen (1) und (2) über in 

ax‘ n — (x„x^ + y m y' n ) — Ä* + i?r -f r’, 
ax'. — (x„x,i + y,y^) = fi s — i?r + r*. 



Nun folgt aber aus der Gleichung der Kreistangente 

Ir x'r + y r y' r = R*, 

axrä =■ 2 fi’ -|- ür + *■*, ox.' = 2R 1 - Rr + r» 



also ist 
oder 



2N* -f Rr + r* 



5 -. X, 



Da sich ferner 



&rm ~~~ ® 

r Und Ä 



. 2N» — f?r-)-r» 

' V*(Ä* + r*) 

a — xi 



verhalten, so folgt 



^ ^ R(R~r) 



x _ R(R + r)_ 

V2(N* + r*)’ " ^2 («• + «•*) 

Aus der Kreisgleichung (3) ergeben sich die zugehörigen Werte von y; 
R(R + r) _ , R(K-r) 

1/2 (Ä* + *•*) ’ 

yr(JT* + r>)" 



X yi(Ä* + r«)’ 

+ y' 

Vi(R'+ r*) 



• ± : 

±. 



Sollen vier Berührungspunkte, z. B. A,, A j, Aj, A 4 auf einer Geraden 
liegen, so muß die Gleichung 



*, y. i! . 


X 1 .Vi 1 


*i »i i 


x * 9t 1 + 


*i y* 1 


- j *• y't 11 


*i ui 1 


x * y« 1 


*s + X t yi + y t 2 I 



identisch erfüllt sein. In der Tat ist 



Jti 

y% 



i *3 + *« i/s + y* 2 ; 



*(Ä* + r*) 



f?(f?-r) B(J? + r) 1 

2B 1 + Br-fr s — r(f? + r) 1 
3 f? s -f r* 2f* — r ! 2 

R(R-r) Ä(f? + r) 1 

2Ä! + Är + r! - r ( Ä + r ) 1 
| f?(Ä-r) J?(Ä + r) 1 



weil in der letzten Determinante zwei Zeilen gleich sind. Es liegen also 
die genannten Punkte auf einer Geraden. Wegen der Symmetrie in bezug 
auf die Zentrale folgt unmittelbar, daß auch die Punkte Aj, A s , A s , A t auf 
einer Geraden liegen. 
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Die Gleichungen der beiden Geraden lauten beziehungsweise 

, 2X* , 2fi* 

y — — x H — - ■ . - ~=r — und y =— x - • 

\i(R' -f- r 1 ) y2(Ä* + r*) 

Aus ihnen ist sofort ersichtlich, daß die Geraden aufeinander senkrecht 
stehen und sich in einem Punkte der Zentrale schneiden, der von dem 
Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius R (dem Koordinatenanfangspunkt) 

jg> 

den Abstand —== ___ hat. Die Entfernung von dem Mittelpunkt des 

V2(jK* + r«) 8 V 

2 

andern Kreises beträgt — , also teilt der Schnittpunkt der beiden 

Geraden die Zentrale im Verhältnis X 1 :. r*. 

Berlin. stud. math. Alfred Bakiiih. 

Die gleiche Lösung ist noch von stud. math. W. Gaedf.ckk eingelaufen. 

Red. 

Zweite Lösung: Es sind zwei Kreise gegeben, deren Radien R 
und r sind und deren Mittelpunktsabstand Jf, Jf, -= a = ^2 (X* -f r’) ist, 
und es soll bewiesen werden, daß die 8 Berührungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten dieser Kreise auf zwei zueinander senkrechten Geraden liegen, 
deren Schnittpunkt die Zentrale a im Verhältnis R * : r* teilt. — Die Be- 
rührungspunkte der äußeren gemeinsamen Tangenten seien A„ X, und A,, H t , 
die der inneren A,, X, und A 4 , X 4 ; das durch die Diagonale Jf, Jf, be- 
stimmte Quadrat sei 3f, -V, .V, y y Dann ist, weil Jf, Jf, — Y‘Ji(R* r t ) 

ist, J f,A, = X, Jf , = J/, .V, =» X, .1/, «■> y X* r*: folglich, wenn man 
von A r , aus an die Kreise Jf, und Jf, diejenigen Tangenten X, X und A', Y 
zieht, die die Gerade Jf, 3/, außerhalb der Strecke Jf, Jf, treffen, A', X — r 
und X, X = X. Daraus ergibt sich die Kongruenz der Dreiecke Jf, A’, X 
und A T , 3/, V, woraus dann folgt: Jf, X, X + Jf, A', Y — ■ 90°, und da 

auch <t Jf, A',Jf, = 9(1® ist, so ist X A”, Y eine gerade Linie, d. h. die 
Punkte X, Y fallen mit A, . X, zusammen, und die Gerade XA’, Y ist di» 
gemeinsame äußere Tangente A,X,. Zieht man von A', aus an die Kreise Jf, 
und Jf, die zweiten Tangenten, so liegen diese symmetrisch zu A,X, , in 
bezug auf A T ,Jf, bez. A’, Jf,: sie fallen also in eine Gerade zusammen, 
nämlich in die gemein-ame innere Tangente A A,X,. Au* der Kymmetn» 
der Figur folgt die entsprechende Lage der geoiejniaroen Tangenten A , .V, X, 
und X", A 4 X 4 . Außerdem ergeben sich leicht folgende Hezieliungen: di» 

Tangenten A, X, und A t B t schneiden »ich rechtwinklig iin Pniikl« X,, und 
es ist X,A, =• R. K. B. =» r: entsprechende* gilt von den Tangenten A,/f, 
und A s Xj und ihrem Schnittpunkt X, : die Vierte Ir* d, Jf, d, X,. A, Jf, A t X,, 
X,Jf,X 4 X„ X, Jf, X, X. sind Quadrate, die Viere/ ke Jf, Aj //, d ,. 3/, A', //, A,, 
Jf,X,A,X 4 , Jf,A’,A,X t PmldotfriniiMj dia Itreie'ke 3f, X, 3f, und 
3f,X,Jf, sind dem Itrowk Jf. A. Aj ähnlich (fiem*/b ist d, //, | Jf, .V, 
und A S X, | Jf, A", : es ist ater auch A,d, I Jf, X, uu'l //, // , jj Jf , X, ; 
mithin liegen die Puzzle A.„ A,. X, //, in UM* Gerade», die die Zentral« 
unter einem Winkel Ton t-V tetzedrt; der rv.bnrttpunkt ei ff Khenso liegen 
die Punkte A r A ( . X,, X, in einer Gerader» d»e eU nfsll« dur' h // g< bt und «Int 
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Gerade A 1 0 rechtwinklig schneidet. Man hat weiter: A A l OB l ~ A .J/, A , IV, , 
weil die Winkel gleich sind; mithin OA, : OB t — A t Af, : A l K l = Ä : r. 
Da A t K t =• It und B l K 1 — r, so ist OK l die Halbierungslinie des 
Winkels A I OB l , steht also senkrecht auf M l 3I i und ist die Höhe des 
rechtwinkligen Dreiecks Daraus ergibt sich: il/,0: M i O 

= M t K\ :M,K\ = I<* : r*. 

Prenzlau. W. Stege mann. 

I 

Dritte Lösung: Folgender Satz ist bekannt (s. etwa Salmon- 
Fiedler, Kegelschnitte Art. 366 — 369): Der Ort aller Punkte P, von deneu 
aus an zwei Kegelschnitte K, und K s zueinander harmonische Tangenten - 
paare gehen, ist ein zu K,, Kj kovarianter Kegelschnitt F, der sämtliche 
acht Berührungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von K, und K. 
enthält. 

Im vorliegenden Falle ist, unter Benutzung des in der Lösung von 
Herrn A. Baruch angewendeten Koordinatensystems 

K, = x* + y* — Ä a — 0 , 

K, = (x—a) a + y 5 — r s = 0. 

Hat P die Koordinaten ij, »j, so erhält man für die beiden Tangentenpaare 
die Gleichungen 

T, 2 = (x£ + gr, - B*)* - (x* + y s - + ,* - B a ) = 0, 

Tj = ((x — o) (5 — a) -f- y — r s )*— ((x — a) s -f y* — r‘) • (($ — a) 1 + y* — r*) — O 
oder umgeformt 

T,a(x- 1)’ (K’ - O + * (* - 1) (y - ij) in + (y - vY (** - «*) - o, 

T» = (* — I)* (r* — *)*) + 2 (x — |) (y — i;) (J — a) i} + (y — i/)*(r s — (g — a) 1 ) = 0. 

Die Bedingung nun, daß T, und T s harmonisch liegen, ist das Verschwinden 
der harmonischen Invariante, wobei T, und T, als quadratische Formen 
in Ix — £), (y — ij) aufgefaßt werden. Es ergibt sich (s. Salmon-Fiedler, 
Art. 15 und 340): 

F = (if* - |«) (r> - ,*) - 24,,’(| - «) + (Ä‘ - ,*) (r a - ({ - a) a ) - 0. 



Dies ist für variable |, r/ die Gleichung des kovarianten Kegelschnitts. Man 
bringt dieselbe leicht in die Form 

h ” l 4 W+fV V B' + r' r*)* _u 

Verschwindet hier die Konstante, so ergeben sich zwei senkrechte Gerade 

_ JJt 

durch den Punkt I = »/ =■ 0. Dann ist aber 2/f* + 2r* — a*=»0, 

d. h. a = Y2 (/{* + r a ). Das Weitere wie oben. Das Linienpaar bildet die 
Grenze zwischen zwei in verschiedener Lage befindlichen Hyperbeln für 
u* > 2 (/{* + r 3 ) und B* + t * < tr < 2(Ä a -f r*). Für n - VB* +' r* er- 
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gibt sich ein Parallelenpaar, das für a R* -f- r* in eine Ellipse aber* 
geht, bis schließlich für a =* 0 ein zwischen den beiden gegebenen Kreisen 
verlaufender Kreis resultiert. 

Speyer. H. Wieleitner. 

Ähnliche Lösungen noch von den Herren C. Hoffman n (Schorndorf, 
Württemberg) und H. Egerer (Frankfurt a. M.). Red. 



Zu 156 (Bd. X, S. 328) (0. Meißner). Dem gegebenen Dreieck ABC 
mit dem Inhalt J ein ihm ähnliches vom Inhalte i (< J) einzubeschreiben. 

Wann ^bei welchem Verhältnis -J j hat die Aufgabe mehr als die drei 

evidenten Lösungen? — Nimmt man der einfacheren Behandlung wegen 
die Punkte A B C' so an, daß A' auf AB, B' auf BC und G' auf AC 
liegt, und setzt man ferner die Seiten des gesuchten Dreiecks zu a, 6', c' 
an und C' B' C = A’C'A = B A’B =* <p, sowie AA" = z, BB'^r- 

und CC' — y, so folgt 

xsin ß =• c'sinqj, y sin y = a’sin <jp, z sin u = b " sin q>. 

Liegen nun zuerst A\B',C' auf den Seiten von ABC selbst, und nicht 
auf deren Verlängerungen, so ergibt sich mit Benutzung der Inhalts- 
gleichungen : 

(ab — a'b') sin y = sin <p(c'(c — z) 4* a’(a — x) -+- b\b — y)). 

'Setzt man für x, y, z die aus den ersten Gleichungen berechneten Werte 
ein, so folgt 

(ab — a’b’) sin a sin ß sin s y =— sin <p(a' sin a sin y(a sin ß — c' sin <p) 

+ b ' sin « sin /} (b sin y — o'sin <p ) + p' sin ß sin y(c sin a — b'sinqp)). 

mb C 

Nimmt man sin/} = ■ sin«, sin y — a sin a sowie J — rf i, also 




so folgt nach einiger Umformung 

(ij*— l)b’c* sin*« = sin <p sin « • ybc (a s + 6 * + c*) — sin* ^(a'b* -f- o*c s + b*c*)- 

Die Diskriminante dieser Gleichung ist mit Weglassung des von Null ver- 
schiedenen überflüssigen Faktors b*c* sin* <*: 

D = + 6 * + c*)* — 4(a*b* -f- a 5 r* -f- b*c* )) -f- 4(a*b* + a*c* -f 6 * 0 *) 

Daraus folgt, daß für tp entweder 2, I oder keine reelle Lösung vor- 
handen ist, je nachdem 

s > a’b’ -(- a’c* + b’c* 111 

^ < 4 b’c’ — (a’ — b’ — c’)’ ein’a 'sin*/} sin’y 

Liegen nun A',B',C' auf den Verlängeningen der Seiten von ABC , 
so geht die Inhaltsgleichung über in 

(a'b' — ab) sin y «= sinqs(a'(a -f- x) -f- b'(b -(- y) + c'(c -j- y)) 
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und durch Einsetzen der Werte wie oben folgt 

(1 — ij*)6’c* sin’ a =* sin <p sin ai)bc(a* + 6* + c*) -f- sin* 9 >(a : ft* -f u’c* + 6'c*). 



Wie ein Vergleich sofort zeigt, ist die Diskriminante in diesem Fall 
genau gleich dem obigen Werte, sodaß also allgemein folgt, daß sieb mehr 
denn 3, nämlich 6 Lösungen geben lassen, wenn 




+ . 1 + » 
~ Bio’ß * sin * i 



ist. 



Frankfurt a. M. 



H. Egerer. 



Zu 164 (Bd XI, S. 129) (L. Saalschütz). — Die Diskriminante der 
Funktion f(x) = x" -j~ A t x"~ l + A i x”~ i + • • • + d,.,z + A n ist definiert 
durch den Ausdruck: »(»-D 

D = (— 1) * f («,) (o.) 

(vgl. Weber, Algebra 2. Aufl. I, S. 169). 

Die Summe aller Zablenkoeffizienten der Diskriminante erhalten wir, 
wenn wir in f(x) alle Koeffizienten A t — A 3 =•■ — A n — 1 setzen und 
für diese Funktion die Diskriminante bilden. Ist also 



/•(x) = x" + x'- I + --- + x + 1, 

so ist (x — l)f(x) - x" + > — 1. Daraus erhält man durch Differentiation 
(x — 1 )f'(x) -f f(x) — (« + l)x". Ersetzt man hierin x durch die Wurzel 



dann ist 



Mithin ergibt sich 



rw ■ 



(* +»)•«? 

««- 1 



<» + 1) ■ 
1 — «. 



D 



( -1) * (» + !)" («,«,-• «O» 

(i - “i)(i — “>)•■• (i — ««) 

Da nun <*, • « s • • • «„ = ( — 1)" und (l — “i)(l — “j) ■ 
= /■(!) = n -f 1, so ist weiter 



(1 — “,) 



•v * ♦ * + 



2)-(-l) * -(« + 1)"- 1 , 

im Exponenten von ( — l) kann man die gerade Zahl n + n* weglassen; also ist 

»(»-!) 

n — ( — l) 2 • (» + i)" -1 . 



Die Frage nach dem Koeffizienten von 1 erledigt sich durch die 
Berechnung der Diskriminante der Funktion 

f(x) = x" 4- A n . 

In diesem Falle ist f(x) — ni"~ l und 

/) = (- 1) * «.)"-’ 

n (* — 1 ) »(» — !) 

= (-l) n* • (— l)"("-‘> • A*,- 1 — (— 1) * _ 

weil ( — 1 )»(■-’) = -|- l ist. Hiernach ist ein Fehler in Cesäro-Kowa- 
levski, Algebr. Analysis, S. 402, Z. 1 zu berichtigen. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug 
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2. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 

3. Kleinere Notizen. 

Über eine Aufgabe der Biomechanik. 




Ln Fig. 1 ist ein Teil des Samenstandes der Sonnenblume in schema- 
tischer Weise dargestellt, wobei die rautenförmigen Felder die einzelnen 
Samenkörner repräsentieren. Die Körner schmiegen sich nun nach 2 Rich- 
tungen besonders innig aneinander. Verfolgt man dieselben in diesen 
Richtungen, so bemerkt man, daß sie durch zwei entgegengesetzt laufende 
Scharen von polygonalen Zitgen eingeschlossen werden: AB und A'B'. 

Betrachtet man die Seiten 
eines Polygonalzuges als Tan- 
genten, so kann man nach 
der Kurve fragön, die von 
einem solchen Polygonzug um- 
hüllt wird, oder — mit an- 
deren Worten — „In welches 
Kurvensystera geht das dop- 
pelte System polygonaler Züge 
über, wenn die einzelnen 
Körner immer kleiner und 
schließlich unendlich klein 
werden ? “ 



Fig. I. Fig t. 

[Fig. 2 enthält die Konstruktion der Rauten, wenn man etwa Radius 
wc und Raute (1) gemessen, oder passend gewählt hat. DE" || CD' etc.] 

Die Aufgabe dürfte ein doppeltes Interesse beanspruchen, da sie zeigt, 
wie eine interessante Kurve der höheren Geometrie in der Natur Vorkommen 
kann. Die Kurven sind — wie leicht zu erkennen — isogonale Trajektorien 
der Radien, also logarithmische Spiralen. Die beiden Kurvensysteme sind 
auch welchelseitig isogonale Trajektorien. In einer biomechanischen Unter- 
suchung müßte nun gezeigt werden, wie diese Anordnung aus einem Prinzip 
mit Notwendigkeit gefolgert werden kann. 

Sulzbach-Saarbrücken. L. Blatter. 
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Erweiterung der Aufgabe 5 (Bd. I, S. 20$) (E. Lampe). 

1 . Nimmt man auf der Ellipse b 3 x i a*t/* — <J*6* ” 0 einen beliebigen 
Punkt /' mit den Koordinaten x = a cos cp, y = b sin cp an, so genügen die 
drei Normalen N lt jY,, _V 3 , die sich von diesem Punkte auf die Ellipse 
fällen lassen, der Gleichung: 

1 q' y-U'co.'y) _ yl 6*) cos cp (<j! + &r) cog8 ^ j 

u^+6») cos » _ yt (fll _ 2 6») cos „ _ o. 

J — 2 (o* 6 ■) cos cp 4 6’ + e* cos s q> — 2P 

2. Zieht man von einem beliebigen Punkte P(J, rj) der Ebene an die 
Ellipse fc*z* -f a*y* — a*b s =- 0 die vier Normalen JV, , Nj, JVj, A r 4 , so be- 
steht die Gleichung: 

N* ■ A * ■ N] • JVJ - i (6V + «V - «’b*)’ • [(I + 0* + *)’] [(I - f)‘ + *!*]> 

worin sich die Faktoren rechter Hand leicht geometrisch deuten lassen. 
Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 
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Das Prinzip der speziellen Lage. 

Von Rudolf Sturm in Breslau. 

Das ist der Name, welchen Schubert zuerst in einer Veröffent- 
lichung in den Göttinger Nachrichten vom Juhre 1874 dem Prinzip 
gegeben hat, während es später von ihm Prinzip der Erhaltung der 
Anzahl genannt wurde. Ich ziehe den älteren Namen vor, und Schubert 
teilt mir mit, daß er es jetzt auch tue. 

In den ersten Paragraphen des „Kalküls der abzählenden Geometrie“ 
(Leipzig 1879) erörtert Schubert den Begriff der Konstantenzahl eines 
geometrischen Gebildes oder, wie ich lieber sage, seinen Mannigfaltig- 
keitsgrad: z. B. neun für die Fläche zweiten Grades, zwölf für das Tetra- 
eder, ebenso für die kubische Raumkurve, acht für den Kegelschnitt 
im Raume, usw. 

Darauf wird besprochen, daß für ein Gebilde eine ihm auferlegte 
Bedingung eine bestimmte Vielfachheit hat. So ist die Bedingung, 
durch einen gegebenen Punkt zu gehen, für eine Fläche einfach, für 
eine Kurve zweifach, die Bedingung, eine gegebene Ebene zu berühren, 
für beide einfach, diejenige, eine gegebene Gerade zu tangieren, für 
eine Fläche einfach, für eine Kurve aber dreifach. 

Die mangelhafte Orientierung über diese Dinge hat früher vielfach 
zu Fehlern geführt. Ich erinnere an den Fehler über den Ort der Spitzen 
der Kegel zweiten Grades durch sechs gegebene Punkte, als welchen 
man die kubische Raumkurve durch diese Punkte annahm, während er 
doch eine Fläche sein muß; ferner an den unglücklichen durch mehrere 
Bücher fortgeschleppten Fehler über den Ort der Geraden, von denen 
nach vier gegebenen Punkten Ebenenbüschel von gegebenem Doppel- 
verhältnisse gehen, an den Irrtum über den Grad der Mannigfaltigkeit 
der Büschel-Grundkurven in einem Netze von Flächen, u. a. 

Schuberts Erörterungen haben in dieser Beziehung, nach meiner 
Erfahrung, fördernd und aufklärend gewirkt, und sein Buch sollte viel 
höher geschätzt werden, als es neuerdiugs geschieht. 

Nach diesen Feststellungen kommt daun Schubert in § 4 zum 
erwähnten Prinzip. Werden einem Gebiete F so viele Bedingungen 
»uferlegt, daß deren Vielfachensumme gleich seinem Mannigfaltigkeits- 

Arehit der Methemettk und Chj-.ik. UI. Seihe XU. 8 
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grade ist, so wird ihnen durch eine endliche Anzahl von J T genügt. 
Diese Zahl JV ist immer gleich, wie man auch die in den Bedingungen 
steckenden Gebilde in ihrer Lage verändert, eventuell auch in spezielle 
Lage bringt. Nur solche spezielle Lagen sind auszuschließen, bei denen 
nicht eine endliche Zahl von Lösungen sich ergibt, sondern unend- 
lich viele. 

Die Anzahl der Flächen zweiten Grades durch neun gegebene Punkte 
ist immer 1, wie auch diese Punkte gegeben sind, ob in ganz all- 
gemeiner Lage, oder z. B. drei in gerader Linie, die übrigen beliebig, 
vier oder fünf in einer Ebene, die übrigen beliebig, usw. 

Nur auf eiuer Rauinkurve vierter Ordnung erster Art dürfen sie 
nicht liegen, weil dann oo 1 Flächen sieh ergeben. 

Schubert sagt selbst, daß das Prinzip schon lange, bevor er es 
als solches formuliert, als Forschungsinstrument bei der Bestimmung 
geometrischer Anzahlen benutzt sei; vor allem geschah es durch 
Cremona. Auch ich selbst habe es getan. 

Dies Prinzip ist in der letzten Zeit vielfach angegriffen, als krank, 
unheilbar krank bezeichnet worden. Es ist vielleicht doch angezeigt, 
daß sich auch einmal einer äußert, der es angewandt und Erfahrung 
in seiner Anwendung hat. 

Da möchte ich, an die Abhandlung von G. Kohn 1 ) anknüpfend, 
die dort angeführten Beispiele, welche gegen das Prinzip sprechen 
sollen, kritisieren. Ich kann nicht umhin, dieselben als ungeeignet zu 
bezeichnen; sie fallen sämtlich nicht in das Gebiet von Problemen, 
auf das alle die, welche das Prinzip verständig anzuwenden gewohnt 
sind, sich beschränkt haben, und entsprechen auch nicht dem, was 
Schubert in § 4 gesagt hat. 

Wir ziehen das Prinzip nur dann heran, wenn es sich um die 
Bestimmung einer Anzahl handelt, welche zu Bedingungen gehört, 
deren Vielfacheusumme gleich dem Mannigfaltigkeitsgrade ist; bei den 
meisten Kohn sehen Beispielen ist sie größer. 

Das eine Beispiel behandelt die Frage: Wie viele Punkte hat eine 
beliebige Ebene mit drei denselben Kegelschnitt enthaltenden, aber 
sonst beliebigen Flächen zweiten Grades gemein? Das ist zunächst 
eine gekünstelte Form der Frage; im Grunde lautet sie doch: wie viele 
Punkte hat die Ebene mit dem Kegelschnitte gemeinsam? Aber bleiben 
wir bei jener Form der Frage. Da werden eben dem Punkte, dessen 
Mannigfaltigkeitsgrad 3 ist, die vier Bedingungen auferlegt: auf drei 
Flächen und einer Ebene zu liegen, also zu viele, und deshalb fällt die 

1) Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, Bd. 4, S. 312. 
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Frage gar nicht in das Gebiet, in welchem das Prinzip anzuwenden 
ist Wenn nun den drei Flächen ein gemeinsamer Kegelschnitt gegeben 
wird, so werden günstigere Verhältnisse geschallen; dann wird die 
unmögliche Aufgabe zu einer möglichen und hat zwei Lösungen und 
kann, wenn auch die Ebene noch eine günstige Lage bekommt, drei 
oder Tier Lösungen haben. Ähnlich könnte man hei vier Flächen 
zweiten Grades verfahren, indem man die vierte durch eine beliebige 
Anzahl von den gemeinsamen Punkten der drei ersten führt. So er- 
halten wir, immer günstigere Annahmen machend, verschiedene Zahlen, 
was aber gar nicht gegen das Prinzip spricht; denn für solche An- 
zahlen, die nur bei günstigen Lagen sich ergeben, während im allgemeinen 
leine Lösung vorhanden ist, weil zu viel verlangt wird, ist das Prinzip 
nicht anzuwenden und von uns niemals angewandt worden. 

Auch das zweite Beispiel Kolms, ihm von Study mitgeteilt, ist 
von dieser Art. Es lautet: Wie viele Projektivitäten transformieren ein 
Quadrupel von vier Punkten einer Geraden in sich selbst. Da bündelt 
es sich wiederum um ein Problem, welches verallgemeinert Unmögliches 
verlangt und nur durch eine günstige Verhältnisse herstellende Speziali- 
sierung Lösungen erhält. Die Verallgemeinerung ist: Wie viele Pro- 
jektivitäten führen das Quadrupel ABCI) auf einer Geraden in das 
Quadrupel A' B'C'D' aut einer anderen oder derselben Geraden Uber? 
Keine, weil zu viel verlangt wird. Liegt aber der günstige Umstand 
vor, daß die beiden Quadrupel dasselbe Doppelverhältnis haben, dann 
werden Projektivitäten möglich und zwar 4, und sie können noch zahl- 
reicher werden, z. B. wenn die Quadrupel harmonisch sind. Dieser 
günstige Umstand liegt in dem Study-Kohnschen Beispiele vor. 

Von anderer Art ist Kohns erstes Beispiel: Die Aufgabe, die 
Geraden zu konstruieren, welche vier gegebene Geraden in verschiedenen 
Punkten treffen, hat im allgemeinen zwei Lösungen, dagegen nur eine, 
wenn zwei von den vier Geraden sich schneiden. Hier wird nicht zu viel 
verlangt; aber der Zusatz ,.in verschiedenen Punkten“ bringt eine 
Modifikation in diese Anzahlbestimmung, durch welche sie wiederum 
dem Anwendungsgebiete des Prinzips entzogen wird. Das Prinzip ist 
nur für die Ermittelung der Gesamtzahl 2 der treffenden Geraden an- 
cuwenden; wie dies auch in § 1* des Sehubertschen Buches geschehen 
ist Die Unterscheidung der treffenden Geraden in verschiedene Arten 
und die Abzählung, wie viele zu jeder Art gehören, hat nichts mit 
dem Prinzip zu tun. Illustrativer ist vielleicht folgendes Problem: wie 
viele Geraden treffen vier gegebene kubische Raumkurven? Nur die Frage 
nach der Gesamtzahl (2 • 3* = 102) der Treft'geraden könnte mit Hilfe 
des Prinzips beantwortet werden. Wenn Begegnungspunkte zwischen 

8 * 
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den Raumkurven vorhanden sind 1 ), so kann das Treffen in drei verschie- 
denen Weisen erfolgen: 1. alle vier Treffpunkte sind verschieden, 2. zwei 
vereinigen sich in einem Begegnungspunkte, 3. auch die beiden andern 
tun es. Die Bestimmung der Anzahlen der Treffgeraden, welche den 
drei Arten entsprechen, ist nicht eine Aufgabe, bei welcher mit dem 
Prinzip der speziellen Lage gearbeitet werden kann. In den ver- 
schiedenen möglichen Fällen wird man z. B. für die Treffgeraden der 
ersten Art die verschiedensten Zahlen erhalten, vielleicht alle bis 162. 
Ich habe mich mit solchen Fragen vielfach beschäftigt; es ist mir 
niemals eingefallen, daß ich es da mit dem Prinzip der speziellen Lage 
zu tun habe, oder vielmehr, daß da ein Widerspruch gegen das Prin- 
zip der Erhaltung der Anzahl vorliege. — 

Es gibt wichtige Sätze, welche man mit Hilfe des Prinzips der 
speziellen Lage beweist und bis jetzt nicht anders beweisen kann. 

Für den Satz, daß diejenigen Strahlen einer Kongruenz »j“ r Ord- 
nung und n UT Klasse, welche eine gegebene Gerade l treffen, eine 
Regelfläche vom Grade m -f- n erzeugen, kenne ich keinen anderen 
Beweis als den, in welchem gezeigt wird, daß l eine »»-fache Leit- 
gerade ist, und jede Ebene durch l noch n Erzeugende enthält. Es 
wird also nur für die Geraden, welche l treffen, die Zahl der Schnitt- 
punkte oder nur für die Ebenen durch l die Ordnung der Schnitt- 
kurve ermittelt. 

Die Ordnung n — i der »'**” Polare eines Punktes in bezug auf 
eine Kurve oder Fläche »»*" Ordnung wird — wenigstens synthetisch — 
nur auf den durch den Pol gehenden Geradeii festgestellt. 

Vielfach schließt man, nachdem für eine Raumkurve festgestellt 
ist, daß sie einer gewissen Geraden in m (einfachen) Punkten begegnet 
und mit jeder Ebene durch sie noch n Punkte gemein hat, oder für 
eine auf der Trägerfläche zweier verbundener Regelscharen verlaufende 
Raumkurve, daß sie den Geraden der einen Regelschar in m, denen 
der andern in n Punkten begegnet, sofort auf die Ordnung m n. 

Ich bin auch von solchen Beweisen nicht befriedigt, möchte aber die 
Beschäftigung mit dem Prinzip der speziellen Lage in andere Wege lenken. 

Man möge in den obigen Beweisen für wichtige Sätze und in 
wertvollen Abzählungen mit Hilfe dos Prinzips, welche sich in der 
Literatur finden, den begangenen Fehler — wenn wirklich einer be- 
gangen ist — ordentlich nachweisen, aber auch erörtern, wie, wenn 

1) Zwei kubische Raumkurven können 0 bis & Bcgeguungspunkte haben ; 
danach scheinen 6" Fälle vorzuliegeu. Aber sie sind nicht alle möglich; z. B. sind 
nicht vier kubische Raumkurven möglich, von denen je zwei 5 Begegnungapunkte 
haben (welche immer bloß zweien gemeinsam sind). 
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die Anzahl des allgemeinen Falles wirklich verschieden ist von der 
im speziellen Falle erhaltenen, man durch Kontinuität von dem all- 
gemeinen zu dem speziellen Resultate gelangt. Ich bin auf eine solche 
Verschiedenheit noch nicht gestoßen und kann sie mir schwer vorstellen. 

Am meisten erwünscht aber ist es, solche „mangelhaften“ Beweise 
durch bessere zu ersetzen: das wäre positive Arbeit, wertvoller als die 
negative Kritik, insbesondere, wenn sie sich künstlich konstruierter 
oder ungeeigneter Beispiele bedient. 

Vor allem empfehle ich die obigen Sätze, den Satz von der Regel- 
fläche (m + #i) ,e “ tirades bei der Kongruenz und den Polarensutz für 
diese Verbesserung. — 

Das Vorangehende war schon geschrieben, ehe Zeuthens Artikel: 
„Abzählende Methoden“ und sein Abschnitt II: „Das Prinzip der Er- 
haltung der Anzahl“ in der Enzyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften III 2, Heft 3 erschien. Ich bin jetzt in der Lage, auf diesen 
Artikel meines Freundes, welcher auf diesem Gebiete Autorität ist, zu 
verweisen, glaube aber, daß meine Bemerkungen nicht überflüssig 
geworden sind. 



Die Versiera der Agnesi und verwandte Linien als 
Orthogonalprojektionen von Raumkurven dritter Ordnung. 

Von Eduard Janisch in Prag. 

1. Es seien zwei windschiefe Gerade (a), (6) gegeben, von denen 
fl) in der Aufrißebone liege und senkrecht zur Grundrißebene stehe, 
während (6) zur Kreuzrißebene parallel in der rückwärtigen Halbierungs- 
ebene verlaufen möge. Der Aufriß & fällt dann mit dem Grundrisse 
b’ in eine zur Projektionsachse normale Gerade. Diese beiden Geraden 
wählen wir als Leitlinien eines orthogonalen hyperbolischen Paraboloides 
(P) mit der Grundrißebene als Richtebene. Es ergibt sich sofort, daß 
die Projektionsachse als eine Erzeugende eo, die ( n) in a 0 und 1 6 ) in 
\ schneidet, der (P) angehört. Eine beliebige Erzeugende (e) von ( P) 
hat eine Parallele e zur e 0 zum Aufriß. Wir finden den Grundriß 
t'=°a'b', wo n = « 0 der Grundriß des Schnittpunktes (a) =■ (c) x (a) 
ist, dessen Aufriß durch a = c x a dargestellt wird, und b' den Grundriß 
von (6) = (e) x (b) bedeutet, der mit dem Aufriß 6 = e x b zusammen- 
fällt, da (b) in der Koinzidenzebene liegend angenommen wurde. 
Bringen wir nun das Paraboloid (P) mit einem geraden Kreiszylinder 
i/i zum Schnitte, der den Kreis (ft) der Grundrißebene, welchen wir 
über ti n b 0 als Durchmesser beschreiben, zur Basis hat, so ist, da (P) 
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und (Z) die Gerade (o) gemein haben, der Restschnitt eine Raumkurve 
(R) dritter Ordnung, deren Aufriß, wie sich leicht zeigen läßt, durch 
die Kurve der Agnesi dargestellt wird. 1 ) 

i. Es ergibt sich nämlich in p ' = e ’ x Jt der Grundriß des von 
(a) verschiedenen der (R) angehöreuden Schnittpunktes f p) der (e) mit 
(Z), dessen Aufriß p mithin als Schnitt von e mit dem aus p' auf e, 
gefällten Lote dargestellt wird. Wir konstruieren also beliebig viele 
Lagen von p, indem wir durch den Punkt n 0 auf St' Strahlen ziehen, 
durch deren Schnitte mit der Kreistangente in b 0 Parallelen zu e 0 
zeichnen und diese jeweils zum Schnitte bringen mit den Senkrechten 
auf e 0 , welche durch die zweiten Schnittpunkte von St' mit den durch 
«' geführten Strahlen gezogen werden können. Der Ort aller Lagen 
von p ist demzufolge die Kujve der Agnesi mit der Achse c 0 , dem 
Scheitel b 0 und der Asymptote o.’) 

Auf Grund dieser Darstellung der Versiera gelangt man leicht zu 
eleganten Tangentenkonstruktionen. Die Tangente t in p ist der Auf- 
riß der Tangente (t) im Punkte (p) der (R), welch letztere als Schnitt- 
linie der Tangentialebenen in (p) an (P) und (Z) gefunden wird. 
Nun ist die Tangentialebene ( T) in (p) an (P) die Verbindungsebene 
der beiden durch (p) gehenden Erzeugenden (e) und (c). Der Aufriß 
C fällt mit dem Grundrisse c’ in eine Parallele zu a, da die Richtebeue 
der Leitschar von (P) die Kreuzrißebene ist. Die Gruudrißspur T l der 
( T) geht also durch c # = C x e 0 und ist parallel e', während die Aufriß- 
spur T 3 durch ac 0 dargestellt wird. Von der Zylindertangentialebene 
(X) längs der durch (p) gehenden Mantellinie (f) benötigen wir bloß 
die Grundrißspur I 1 , welche als Tangente an (St‘ ) in c'^p' zu ziehen 
ist. Den Grundrißspurpunkt x der (t) erhalten wir mithin als den 
Grundriß x' in x 7 1 und den Aufriß als Fußpunkt des auf e 0 aus 
x' gefällten Lotes. Die Jtp liefert alsdann bereits t, den Aufriß von 
(t) oder die Tangente der Versiera in p. 

Man bemerkt leicht, daß x' mit Umgehung von T l auch als 
Fußpunkt des Lotes aus b B auf I 1 erhalten werden kann. Denn 
<£; (i 1 , b 0 c) *= c'a 0 b a = <£ b 0 c’c 0 , und da r 0 x' (oder T') JLc'b 0 , so 
ist das Dreieck x'cc'„ gleichsehenkelig, und das Dreieck c' c a b 0 liegt in 
bezug auf c'b ä symmetrisch mit dem folglich bei x ' rechtwinkligen 
Dreiecke c' x' b B . Die Grundrißspurkurve der abwickelbaren Tangenten- 
lläche der (R) ist dergestalt eine Kardioide, die Fußpunktslinie des 
Kreises (St) für b 0 als Pol. 

Pi Die Kurve ( 1 1) selbst ist ein Horopter. Vergl. Fred. Schuh, Die 
Horopterkurve (Ztschrift f. Math. u. Phys., 47, 11102; S. 875 ff.). 

2) Giuo Loria, Spez. algebr. u. t raunzend. Kurven. Seite 75 ff 
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Noch einfacher wird die Tangentenkonstruktion mit Benutzung 
des in der rückwärtigen Halbierungsebene gelegenen Punktes sr 0 der (t). 
Nachdem die Schnittlinie der Tangentialebene ( T ) mit der rückwärtigen 
Halbierungsebene im Aufriß und Grundriß durch die bc 0 dargesteUt 
wird und der Grundriß der (t) in die %' fällt, so ist der mit dem 
Grundrisse x' 0 zusammenfallende Aufriß :t 0 von (sz) der Schnitt von br 0 
mit T„ und rr 0 p ist dann die Tangente t. Der Ort von :r 0 wird durch 
einen Kegelschnitt dargestellt mit a 0 und b 0 als Scheiteln, denn die 
rückwärtige Halbierungsebene ist die Schmiegungsebene der Raumkurve 
(ft) für den Punkt l 0 in e 0 . Die Spurkurve der Tangentenfläche einer 
Kaumkurve 3. Ordnung in einer ihrer Oskulationsebenen ist aber be- 
kanntlich ein Kegelschnitt. 

Eine andere Konstruktion der Tangente t beruht auf folgender 
Überlegung. Die Tangente (t) der ( ft ) in (p) steht senkrecht auf der 
Normalebene ( N ) der (ft) in (p). Die (N) ist aber bestimmt durch 
zwei Kurvennormalen, als welche sich sofort die Normalen in (p) an 
( P ) und an (Z) ergeben. Die Aufrißspur N* der (N) ist aber senkrecht 
auf der Tangente t, welche daher immittelbar angebbar ist, sobald N 1 
vorliegt. 

Um N s zeichnen zu können, benötigen wir die Vertikalspurpunkte 
r, c, der Normalen in (p) au (P) und (Z). Der Aufriß der Normalen 
in ( p ) au (P) ist die Senkrechte auf T 2 aus p, und der Grundriß als 

Lot auf T 1 aus p’ fällt mit p'b 0 zusammen, so daß v'=b 0 und v als 

Schnitt des Lotes aus p auf T* mit 0 resultiert. Der Aufrißspurpunkt 
r, der Zylindernormalen ist offenbar exj, wo j die Achse des Zy- 
linders (Z) bedeutet. Die Senkrechte aus p auf v f, =■ N* ergibt 
alsdann die t. 

5. Konstruieren wir die Schmiegungsebene (£) der Kaumkurve 
(ft) im Punkte (p), so schneidet diese das hyperbolische Paraboloid 
i P) nach einer die (ft) in (p) «skalierenden Hyperbel ( H), deren 
Aufriß H eine die Versiera in p oskulierende gleichseitige Hyperbel 
mit zu a und e 0 parallelen Asymptoten ist. Ermittelt man diese 
Asymptoten, so kann man in einfacher Weise den Krünimungskreis 
der Versiera im Punkte p auffinden. Nun hat die Schmiegungsebene 
l£) die Tangente in st' an die in Art. 3. erwähnte Kardioide zur 

Grundrißspur £*. (In der Figur erscheint zunächst die Normale der 

Kardioide in .t, konstruiert, welche bekanntlich durch den Fußpunkt 
des Lotes aus b 0 auf den Iladius von 5t ’ im Punkte p' geht.) Der 
Punkt ö ■= c 0 x A 1 gehört dann der gleichseitigen Hyperbel H an, die 
demnach voUständig bestimmt ist. Von dem Diagonaldreiecke des 
vollständigen der H eingeschrieben Viereckes, dessen Ecken p, a und 
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die unendlich fernen Punkte von c 0 und a sind, stellt c 0 eine Ecke 
dar; eine »reite Ecke ist der unendlich ferne Punkt von p<f. Dem- 
zufolge liefert der Schnittpunkt der t mit der Parallelen zu po durch 
e 0 einen Punkt der zu e 0 parallelen Asymptote von H. Ein Punkt 
der nämlichen Asymptote ist auch der Schnittpunkt von b' mit der 

jr? d 1 rc’ h £> Bb* 



Parallelen durch « 0 zur A 1 . Denn diese Asymptote ist offenbar der 
Aufriß jener horizontalen Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloides 
I P), die zur A 1 parallel läuft, deren Grundriß die angegebene Gerade 
durch a 0 repräsentiert. 

Wie man nunmehr die Ermittlung der zu a parallelen Asymptote 
durchführt, braucht wohl kaum auseinandergesetzt zu werden. Hin- 
sichtlich der Konstruktion des oskulierenden Kreises für die U in 
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p sei etwa auf die Ausführungen in dem Lehrbuche der dar- 
stellenden Geometrie von Rohn und Papperitz verwiesen (1. Bd. 
1. Aufl. S. 283). Die angegebenen Konstruktionen konnten für den 
gewählten Punkt p in der Figur nicht ersichtlich gemacht werden. 

6. Bezeichnen wir mit q' die Mitte von p'b', so ist der Ort von 
q die von Herrn Peano mit dem Namen Visiera der Agnesi belegte 
Kurve. 1 ) Wir betrachten q als Grundriß eines Punktes (q) auf dem 
hyperbolischen Paraboloide (P) und finden dann den Aufriß q als 
Mitte von pb. Der Ort von q ergibt sich dergestalt als eine orthogonal 
Affine der Versiera für b als Affinitätsachse. Die Visiera tritt also 
auch als Normalprojektion einer Raumkurve 3. Ordnung (P,) auf, 
welche dem Paraboloide (P) aufgeschrieben ist. 

Die Tangente in q an den Aufriß It l der(/i,) geht durch r 0 = tx6, 
und mithin ergibt ein Punkt v' der Tangente in q an Ii\ — die 
Visiera — als Fußpunkt des Lotes auf e 0 aus v — ad 0 x qv 0 . Denn 
r ist der Aufrißspurpunkt der Tangente in ( q ) an die (Jt l ), weil ad 0 
die Vertikalspur der Tangentialebene in (q) an das hyperbolische 
Paraboloid (P) darstellt. Die Tangentenkonstruktion gestaltet sich 
wiederum einfacher, wenn der Schnittpunkt (jr,) der Tangente in (q) 
der t/f 1 ) mit der rückwärtigen Halbierungsebene verwendet wird. Der 
Punkt x lt mit welchem die beiden Projektionen von (x i ) zusammen- 
fallen, liegt offenbar in d 0 b, dem Aufrisse und Grundrisse der Schnitt- 
linie der rückwärtigen Halbierungsebene mit der Tangentialebene in 
\q) an (P), und zwar ist .t 0 jt, || e 0 , wo ,-r 0 derselbe Punkt ist, der zum 
•Schlüsse des Art. 3 benützt wurde. Zum Beweise dessen bemerken 
wir vorerst, daß ar, = bd 0 x v 0 q ist, und denken uns nun q und d 0 auf 
bezw. e und c 0 kongruente gleichstimmige Punktreihen beschrieben. 
Projizieren wir die Reihe [<y] aus r 0 und die Reihe [<i 0 ] aus b, so 
ergeben sich zwei Perspektive Strahlenbüschel, deren Erzeugnis offenbar 
eine zu e 0 parallele Gerade ist, auf der -t 0 und ir, liegen müssen, denn 
gelaugt q nach p, so fällt d 0 nach c 0 , und v 0 pxbc 0 ist ja 7t„. Da 
die Orter von und :t a othogonal affin sind (Affinitätsachse b), so 
wird auch der Ort von durch eine Ellipse dargestellt werden. 
Scheitel dieser Ellipse bilden die Punkte v\ und b 0 . 

7. Die vorliegende Visiera können wir übrigens auch auffassen 
als Grundriß eines Horizontalschnittes der windschiefen Fläche 3. Grades 
(F), welche zu Leitlinien besitzt: den Kreis (St) in der Grundrißebene, 
die Gerade a in der Aufrißebene und eine horizontale Gerade (b), 
deren Grundriß mit der 6' der Figur zusammenfällt. Die t' stellt uns 

1) Gino I.oria, 1. c. 
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dann auch den Grundriß einer Erzeugenden der ( F ) vor, und man 
bemerkt, daß q' der Grundriß jenes Punktes q dieser Erzeugenden ist, 
der in der horizontalen Ebene (£1) liegt, welche den Abstand der 
Grundrißebene von der Horizontalebene (®) durch (b) hälftet. Die 
Tangenten an ( F ) in den Punkten jeder Erzeugenden bilden aber ein 
hyperbolisches Paraboloid, dessen scheinbarer Umriß filr die Horizontal- 
projektion eine Parabel ist. Im vorliegenden Falle berührt diese Parabel 
die e' in a', sie hat ferner die I 1 und die b' zu Tangenten. Wir 
können daher leicht in mannigfacher Weise ihre durch q' gehende 
Tangente, welche zugleich Tangente der Visiera in q' ist, konstruieren. 
Betrachten wir die Parabel etwa als Erzeugnis derPunktreihe(a'c'ft'g'---) 
und der projektiven auf der unendlich fernen Geraden durch die Parabel 
tangenten ausgeschnittenen Reihe, so erhalten wir die Direktionsachse 
beider Reihen als Verbindungslinie von n' mit dem Schnittpunkte der 
c' und der Parallelen zu 2’ durch b’. Der Schnittpunkt der Direktions- 
achse mit der b” gibt alsdann, mit b ’ verbunden, eine Parallele zur 
Taugente in q'. 

Konstruieren wir mit a 0 als Spitze den Richtkegel der (F), so 
ist dessen Schnitt mit der Ebene (S3) eine gemeine Kissoide, denn 
bestimmen wir r auf e' so, daß ä^r'—c'b' ist, so stellt uns r' den 
Grundriß eines Punktes der Spurkurve in der (S8) des Richtkegels der 
( F ) dar. Betrachten wir jetzt r' gleichzeitig als Grundriß eines Punktes 
auf dem hyperbolischen Paraboloide (P), so liegt der Aufriß r sym- 
metrisch zu p in bezug auf j als Symmetrieachse. Der Aufriß der 
Raumkurve, die (r) beschreibt, ist also eine Versiera, so daß jetzt die 
Möglichkeit besteht, vermittels der Tangentialebene in (»•) an (P) und 
der Tangente an die Kissoide im Punkte r' die Tangente der Versiera 
in r in analoger Weise zu finden, wie dies in Art. 6 für den Punkt 
q' der Visiera geschehen. 

8. Von Interesse ist noch der Kreuzriß der Raumkurve (7t) (Art 1). 
Wir legen die Kreuzrißebene direkt durch a und finden den Kreuzriß 
p" des Punktes (j>) der (Zf), welcher auf der Erzeugenden (c) von (P) 
liegt, als jenen Punkt von e, der von n einen Abstand gleich cp t ' 
besitzt. Bezeichnen wir p" zugleich mit p*. und nehmen wir an, p* 
sei Aufriß eines Punktes (p%) der (e), so ist sofort zu ersehen, daß 
der Grundriß p* auf einem Kreise Ä* liegt, der kongruent mit St' ist 
und in u 0 die e„ berührt, denn das rechtwinkelige Dreieck, von dem 
n 0 p* eine Kathete ist und dessen Hypotenuse in die a fällt, ist kon- 
gruent mit dem Dreiecke a 0 p'b B . Der Kreuzriß der (7t) ist mithin 
identisch mit dem Aufrisse einer Raumkurve 3. Ordnung (Zf*) auf 
(P), welche durch den mit dem Rotationszylinder (Z) kongruenten 
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Zylinder (Z+) ausgeschnitten wird. Nach einem bekannten Satze des 
Herrn Mannheim über gerade Konoide sind die beiden Kurven (B) 
und (Rj.) selbst kongruent. Die vorliegende Projektionskurve ist aber 
nichts anderes als eine Newtonsche Serpentine .') Ihre Wendetaugeute 
in a 0 als Kreuzriß der (6) ist unter 45° gegen die Asymptote a 
geneigt. 

Die Erörterungen in den Art. 3 — 5, welche zu Tangenten- bezw. 
Krümmungsmittelpunktskonstruktionen für die Versiera geführt haben, 
können wörtlich gleichlautend für die Serpentine angestellt werden. 
In der Figur sind die betreffenden Punkte und Linien, die denen für 
die Versiera entsprechen, durchwegs mit denselben Buchstaben be- 
zeichnet, denen rechts unten ein * beigesetzt wurde. Es ist ferner 
ohne weiteres klar, daß auch die Art. l> und 7, welche sich mit der 
Versiera beschäftigen, analoge Auseinandersetzungen gestatten für den 
Ort der Mitten q * der Strecken b‘ }>*■ Der Ort der Punkte r* ist 
natürlich nicht mehr eine gemeine Kissoide, sondern eine solche all- 
gemeinerer Art, für welche übrigens auch recht einfache Tangenten- 
konstruktionen bekannt sind.') 

9. Mit geringfügigen Modifikationen können die oben durchge- 
führten Schlußfolgerungen auch dann noch Verwendung finden, wenn 
an Stelle des Kreises ft' irgend ein durch a 0 gehender Kreis der 
Grundrißebene als Basis eines Rotationszylinders tritt, der mit dem 
Paraboloide (P) zum Durchschnitte gebracht wird. Es ergeben sich 
untereinander orthogonal affine Kurven 3. Ordnung für die Aufrisse 
einerseits und für die Kreuzrisse andererseits für alle Durchdringungs- 
kurven von (P) mit Rotationszy lindern, welche längs n von derselben 
Ebene berührt werden. 

Fassen wir speziell jenen Rotationszylinder ins Auge, dessen Basis 
der um b 0 mit dem Radius h 0 a 0 beschriebene Kreis ist, so ist der 
Aufriß der Durchdringungskurve mit (P) die von Herrn Loriu 
Vseudotersiera genannte Kurve, die oft mit der Versiera verwechselt 
wurde. 8 ) 

Prag, 25. Juli 1904. 

1) Gino Loria, 1. c. 

2) Vergl. G. Stiner, Metrische Eigenschaften der Kurve 3. Ordnung mit 
einem Doppelpunkte, Mathem. Monatshefte 4, Jahrgang 1893, S. 99—114. 

3) So noch in Herrn E. Pascal» Repertorium der höheren Mathematik II 
(S. 627 ff. i trotz der Bezugnahme auf Loria. Die daselbst angegebene Taugenten- 
konscruktion ist wesentlich umständlicher als irgend eine der nach den obigen 
Prinzipien za gewinnende. 
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Über eine Klasse unendlicher Reihen. 1 ) 

Von 0. Spiess in Basel. 



Jede reelle Znhl kann auf unendlich viele Arten als Summe von 
Stammbrüchen dargestellt werden. Dies folgt direkt aus der Divergenz 

der Reihe *- 4- * + — + ■■• Unter allen Reihen von Stammbrüchen, 

die eine gegebene Zahl z darstellen, muß es eine geben, die dadurch 
ausgezeichnet ist, daß sie stärker konvergiert als jede andere, die sich 
daher zur Auswertung am besten eignet. Um diesen Begriff der 
stärksten Konvergenz scharf zu formulieren, denken wir uns alle mög- 
lichen Darstellungen von z als Summe (positiver oder negativer) 
Stammbrüche aufgestellt 



z — 




-*- + — + 
bi b, + 



usw. 



und bilden zu jeder solchen Reihe die sukzessiven Restglieder 



A. 



-- + r~ + 

n +1 "«+2 



B. «= 



+ 



H (« = 1, 2, 3 . . .). 



1) Die Aufgabe, eine Zahl durch eine Summe von Stammbrüchen darzustellen, 
hat bekanntlich schon im alten Ägypten ihre Behandlung gefunden. Die ziemlich 
regellosen Entwicklungen sind indes durch keine Rücksicht auf möglichst rasche 
Konvergenz geleitet. Vgl. hierüber: Cantor, Geschichte der Math. Bd. I, und 
speziell Loria, Giornale di Matematiche T. XXXII. In der Neuzeit haben be- 
sonders die Dezimalbrüche die Aufmerksamkeit der Mathematiker gefesselt: es sind 
dies Maximalreihen bei vorgeschriebenen Nennern. Lambert (Acta helvetica, 
T. III 1768, Acta eruditorum 1769) betrachtet Reihen vom Typus der hypergeome- 
trischen und sucht durch Umformungen ihre Konvergenz zu vergrößern. Lagrange 
(Journal de l’Ecole Polyt. T. II) entwickelt allgemein rationale Brüche in Reihen 
vom Typus 

— + — + — + * * • 
x xx x xx x x t 

und macht auf die starke Konvergenz dieser Entwicklungen aufmerksam. Eine 
solche Reihe ist aber fiir rationale Werte der dargestellten Größe niemals Maxi- 
malreihe in unserem Sinn, nur im Fall einer quadratischen Irrationalität von der 
Form« — }/«* — 1 tritt, wie wir sahen, dieser besondere Fall ein. Da meines 
Wissens unsere Stammbruchreihen maximaler Konvergenz noch keine systematische, 
tiefer eindringende Behandlung erfahren haben, wie dies doch für die nahe ver- 
wandten Kettenbriiche geschehen ist, so schien es mir nicht überflüssig, die Auf- 
merksamkeit auf einige Funkte dieser Theorie zu lenken. 
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Es gibt dann (von einem unwichtigen Spezialfall abgesehen) eine be- 
stimmte Reihe 



l , 1 , 

z =■ - H b 

x, x. 



R. 



+ 



+ 



für welche der absolute Betrag von jedem der Reste Ä, , /{*, ü s , . . . 
Untier oder wenigstens nicht größer ist als der mit gleichem Index ver- 
sehene (absolut genommene) Rest jeder andern der obigen Reihen. 
Von dieser so definierten Reihe sagen wir, sie habe unter allen Reihen 
der betrachteten Art die stärkste Konvergenz und nennen sie kurz die 
Marimalreihe von z. 

Es ist offenbar, daß der Begriff der stärksten Konvergenz, der 
sich auch auf Reihen anderer Art erweitern läßt, ein relativer ist und 
sich nach den Verfügungen richtet, die über die Form der Reihen- 
glieder getroffen worden sind. Wenn wir z. B. bei den obigen Reihen 
noch verlangen, daß die Glieder alle positiv, oder abwechselnd positiv 
und negativ sind, oder daß die Nenner bestimmte Primzahlen enthalten, 
so erhalten wir jedesmal eine wesentlich andere Maximalreihe als wenn 
wir von solchen Einschränkungen absehen. 

Wir begnügen uns hier auf den Fall näher einzugehen, wo die 
Glieder der Reihe alle positiv sind. Wir verstehen demnach, wo nichts 
anderes bemerkt wird, unter x t , y t , t k lauter reelle positive Zahlen. Ist 
eine Zahl z zur Entwicklung vorgelegt, so trennen wir die größte in 

z enthaltene gauze Zahl davon ab und bezeichnen den Rest mit — , wo 

e y ’ 

also g > 1 ist. 

Setzen wir dann sukzessive 



( 1 ) 



1 -1 + 1 

y * ’ 



i_ 

y, 



1 + 1 

*i */» ’ 



so erhalten wir 

(2) 



1 +J- + - 



1 

y„ 



1 + — • 
ttn + 1 



1 + ~ 

*» y,+ 1’ 



x, r t , x t , . . . sollen ganze Zahlen bedeuten. Um unsere Reihe 
größter Konvergenz zu erhalten, haben wir x, x l ,x t , ... so zu wählen, 

daß die einzelnen Reste - , — , ... möglichst klein ausfallen. Dies 

y, ’ Vt ’ * 

tritt offenbar ein, wenn wir allgemein für .r k die nächste auf y k folgende 
ganze Zahl nehmen. Nur wenn zufällig y k selbst ganz ist, müssen wir 
x» — y, setzen, ln allen Fällen haben wir also zu setzen 



y k =■ x t — e k wo 
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0. Srrnsu: 



Durch Einführung der Größen t gewinnen wir aus (1) das folgende 
gleichbedeutende Gleichungssystem 



( 3 ) 



y. 



y=-x—s, 

jcu 

! --- = Xi ~ 



y% - x ' x >j = *t-f„ 



y„- 



H - 1 

» - 1 ’ 



t y=ar,-f„ 



x_x„ .... x 



y. + , 



a '« + 1 1 a + 1 • 



Eliminieren wir y aus den beiden zuletzt angeschriebenen Glei- 
chungen, so erhalten wir 



(4) 



n + x « 



x* . 

7“ + f » + i • 



Bezeichnen wir allgemein mit [s] die nächste auf r folgende ganze 
Zahl, und beachten, daß f > + 1 ein echter Bruch ist, so können wir aus 
(4) schließen, daß 




mit Ausnahme nur wieder des Falles, daß zufällig e K+l = 0 und 

ganze Zahl ist. Die Kekursionsformeln (5) dienen zur sukzessiven Be- 
rechnung der Teilnenner x n . 

Da f„ die Eins zur oberen Grenze hat, so ergibt sich aus den 
ersten Formeln (5) 

(6) ^ 1- 



Die Nenner der Stummbrüche wachsen also etwa wie x\. Brechen 

wir die Iieihe nach dem Glied 1 ab, so ist der Best 

x_ 



1 

J/, + 1 



_J < _JL_ _ ± + L_ 

x ; 11 



also kleiner oder nur wenig größer als das Quadrat des letzten Gliedes. 
Um eine Zahl z — y etwa bis auf die 1000. Dezimalstelle genau zu 

kennen, braucht man nur wenige Glieder unserer Entwicklung zu be- 
sitzen, nämlich für den kleinsten Wert x — 2 höchstens 13, sonst sicher 
weniger. 
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Die Formeln (5) bedurften einer Modifikation in dem Fall, daß 
eine der Größen t H =» 0 wird. Ein Blick auf das System (3) lehrt, 

daß dann die Reihe der Stammbrüche mit 1 abbricht und ij eine 

x n 

rationale Zahl ist. Umgekehrt, wenn ;/ rational ist, so ist die Minimal- 
reihe endlich, also wird ein gewisses e n = 0. In der Tat, falls etwa 

y ™ ^ gesetzt wird, ist das System (3) dem Wesen nach identisch 
mit dem folgenden 

b =* xa — «, < a, 

xb = x x a x — «g, « 2 <« ,, 

(7) x x xb — x i a i — a s , « 3 < « 2 , 



x n _,xb-X'_ l a,_ l -a n , 






Da hierin a, a , , « t , ... eine Reihe monoton abnehmender ganzer 
Zahlen sind, muß n„ =■ 0 werden für einen Index n < a. 

Beispielsweise ist 



19 

6 ? 



+ H + - 4- 

4 T 11 T T 156795 ^ 



1 

40974296680 ' 



Ist also 2 irrational, so kann die Reihe der x nicht abbrechen. Aber 
auch jedes rationale z = 1 kann natürlich durch unendliche Reihen 



Ton Stammbrüchen dargestellt werden, und man darf nach derjenigen 
unter ihnen fragen, welche stärker konvergiert als alle übrigen. Es 

ist klar, daß diese unendliche Maximalreihe für 1 mit der oben definierten 



endlichen Maximalreihe von («) Gliedern in den (n — 1) ersten Gliedern 
iibereinstimmen muß, da sich sonst eine andere Reihe angeben ließe, 
die stärker konvergiert. Man erhält also die unendliche Maximalreihe 
einer rationalen Zahl, indem man das letzte Glied der endlichen Maxi- 



malreihe 



ersetzt durch die entsprechende unendliche Entwicklung 



stärkster Konvergenz. Die Aufgabe ist also zurückgeführt auf die Frage 
nach der Maximalreihe eines Stammbruches. 

Nehmen wir aber in den Gleichungen (3) y als ganze Zahl an, 
so erkennt man, daß f und r,, f s , f 3 , usw. alle gleich Eins sein müssen, 
da i a *» 0 ausgeschlossen wurde. Tragen wir diese Werte in die 
Kekursionsformel (5) ein, die auch für diesen Fall gilt, so finden wir 
f8r jeden Index « 

(*) *,+1 = + 1 - 
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0. Spiess: 



Die Teilnenner der Maximalreihe eines Stammbruchs entstehen also 
durch sukzessive Iteration einer quadratischen Funktion, d. h. es gilt 
die Entwicklung 



(9) 



1 

X — 1 



4 + 



r, + x, + 



+ 



I ~ 1 



(■** + 1 1 



+ 1 ). 



Diese Gleichung gilt natürlich für beliebige Werte von x, nur verliert 
die rechte Seite für nicht ganzzahliges x den Charakter der Maximal- 
reihe. Man beweist sie am einfachsten, indem man der Rekursions- 
formel für x k die Form gibt 

l l l 






*+ 



— l 



woraus das Bestehen der Gleichung (9) in die Augen springt. 

Die Frage, wann die Reihenentwicklung (9) ins Unendliche fort- 
gesetzt werden darf, ist offenbar identisch mit der, alle Punkte x der 
komplexen Ebene zu bestimmen, für welche £„ und »i über alle Grenzen 
wächst. Es würde indes hier zu weit führen, auf die interessanten 
Verhältnisse (wie sie in ähnlicher Weise bei allen Reihen auftreten, 
deren Glieder durch Iteration einer Funktion entstehen) näher einzu- 
gehen. Ich begnüge mich daher folgenden Satz zu beweisen: 

Zieht man mit dem Punkt x = ~ als Zentrum zwei Kreise hez. 

mit den lladien ««</ — , so ist für alle Punkte die außer- 

halb des größeren Kreises liegen, 



lim x„ 

n = ao 



oo und ~ konvergiert, 
o * 



für alle Punkte im Inneren des kleineren Kreises aber ist 

OB 

NT 1 1 

lim x„ = 1 und S — divergiert. 

»=* x k . 

Beweis: Die Funktion x, = x 1 — x + 1 bildet jeden Kreis mit dem 
Mittelpunkt z = -i- auf einen Kreis mit dem Zentrum x = — ab. In 
der Tut setzt man x = £ + *'■ t], x, — + »•„, so gilt 

(.10) (g, - y) - (i - i )* — V + 7 1 -2(5-y)-1?, 

woraus 

(s, ((i-;)' + c!'-e. 
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Insbesondere wird das Innere des Kreises — y) 'i* “* 4 ' auf das 
Innere des Kreises ^£, — -f- 17 * =■ — abgebildet, der im Inneren des 



ersteren liegt und ihn im Punkt £ = 1 



berührt. 



Zieht man durch £ — - einen 
s 2 



Durchmesser des größeren Kreises, so 
entsprechen seine beiden Endpunkte 
seinem zweiten Schnittpunkt mit dem 
kleineren Kreis. Man schließt dann 
leicht, daß die Bilder des kleineren 
Kreises wiederum auf einer Kurve 
liegen, die von ihm eingeschlossen ist 
und nur den Punkt £ = 1 mit ihm 
gemein hat. Und da dieser Schluß 
fortgesetzt gilt, so ergibt sich, daß lim x* = 1 für alle Punkte x des 

1 " * 

Kreises vom Radius wird. W. z. b. w. 

Aus (10) zieht man ferner die Formel 




Bestimmen wir einen Radius r, so daß 

*)’-f 

so erkennt man leicht, daß die Bilder aller Punkte auf einem Kreise 
vom Radius li > r, für die also 

(c - t)' + 1* - * > T + Vt - C 1 - 2071 )’- 

auf das Außere eines konzentrischen Kreises von größerem Radius 

fallen, daß also für alle Punkte außerhalb des Kreises vom Radius 

1.207 1 . . . lim «= 00 sein muß. 

« = » 

Für reelle Werte von x leuchtet übrigens ein, daß die betrachtete 
Reihe konvergiert für alle Punkte außerhalb des Intervalles von 0 bis 1, 
divergiert für alle Punkte innerhalb und auf der Grenze desselben Intervalles. 

Aus der einen Darstellung von “tj als Summe rationaler Funk- 
tionen kann durch folgenden Prozeß eine Menge anderer gefunden 
werden. Schreiben wir nämlich in 

_!_ = ! + i + I 

x — 1 x ~ x' — ar-t-l ' x* — 2x s -f- 21 ’ — x 1 

*• — ix' -f- 8x e — 10x‘ + 9x* — tx r + tx' — x + l ^ 

Archiv dar M.thematik und Plijritk. III. Reih«. XII. 9 



Digitized by Google 




130 



0. Sfiess: 



— x für x, und addieren die neue Gleichung zur alten, so hängt das 
Resultat nach Vereinigung der entsprechenden Glieder nur noch von 
x ! ab. Schreiben wir dafür wieder x, so kommt 

1 _ x + 1 __ (x + l) 1 

x — i x* -j- X + 1 x* -f- 2x’ + 3x -|- 1 

, (X-j-l R x* -f 7x» + 2x + t) , 

" l ~ x“ + 2x* + 2x 6 -f 8x* + 14 x s + löx* -f- 6x + 1 _l 

Diesen Prozeß können wir beliebig oft wiederholen, wobei der Nenner 
des ersten Gliedes sich stets reproduziert, während die übrigen Nenner 
ihre Gestalt wechseln. 

Nachdem wir die Maximalreihen der rationalen Brüche besprochen 
haben, wäre die nächste Frage die nach der entsprechenden Entwick- 
lung einer quadratischen Irrationalität y = (i +' b \'D. Hier treten aber 
bereits beträchtliche Schwierigkeiten auf, die noch zu überwinden sind. 
Nur in einem bemerkenswerten Fall können die Glieder der gesuchten 
Reihe angegeben werden, nämlich dann, wenn der zu entwickelnde 

echte Bruch die Form hat = a — b Yl), wo a, b ganze Zahlen sind, 

die der Gleichung a* — b* ■ D =— 1 genügen. 

Wenden wir nämlich die Rekursionsformeln (5) an, so haben wir 
zu setzen 

x -= [a + b\ / 7)] = [a + l/a* — 1] = 2 a , t = a — j/a* — 1 
+ , + 

Xj — — x — [4a s + 4a* yV — l] — 2a 

— |4a* + VT4a» — 2«)* — 4« s ] — 2a. 

Da 4a* < 2(4a 3 - 2a)- 1, so muß f]/(4a 3 - 2n)‘ -"4a 3 ] = 4« s - 2a 
sein, und wir haben 

x,~2a-2a 1 , f, — 2a (a, —}/«*— l), 

wo wir Oj =» 2a s — 1 gesetzt haben. Fährt man so fort, und bestimmt 
die Größen n s , a 3 , ... a k nach der Rekursionsformel a k+l *= 2a\ — 1, 
so findet man 

x. - 2a ■ 2a, . . . 2a„ - 2a, • x,_, , - x„_, («, - j/aj - l). 

Wir nehmen dies für den Index n als bewiesen an und folgern 

+ + 

X.+1 — [f" — X„] — [x. (2«; — 1) -f (2a, \'al — 1)] 

— Ix, (a,+i + Va| +1 — 1)] . 
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Nun folgt aus a„+i = 2 al — 1 leicht (a5+i — l)-=(2a,,) , (a5 — 1) und 
somit 

(<*5+i - 1) ■= (2a, - 2a„+i . . . 2a) 1 (a s - 1) - x* (a* - 1). 

Da a ^ 2 sein muß, so ist also immer 

«»+i>a?5 und af«y«5+i — 1 > (x,a„+i — 1), 



d. h. es wird 

x, +i = x n ■ 2a n+1 , «»+! =*»(<*«+! —V«5+i — 1), q. e. d. 



Wir haben so den Satz erhalten: 

Sind a, b positive tjanze Zahlen, welche der Feilschen Gleichung 
a- — Ir 1) - 1 genügen, so gilt für die Irrationalzahl a — b\l) die 
Reihenentwicklung 



bVD — — H 1- " - 4- 

v 2 a ‘ 2a • 2a. ' 2a • 2a, • 2a. ' 



ad. inf. 






mul zwar konvergiert die Heilte rascher als jede andere Darstellung der- 
selben Zahl als Summe positiver Stammbrüche. 

Die Reihe (10) hat zur numerischen Auswertung die denkbar 
günstigste Form und kann gelegentlich zur Berechnung einer Quadrat- 
wurzel dienen, falls zufällig eine Lösung der zugehörigen Pellschen 
Gleichung bekannt ist, indem meist schon die beiden ersten Glieder 
eine größere Genauigkeit geben, als mit den gewöhnlichen Logarithmen- 
tafeln zu erreichen ist. So ist z. B. 



V® - 8 - (s + 16~2M +■••)= 7,93725393 . . . 



Die Gültigkeit der Gleichung (10) hört im allgemeinen nicht auf, 
wenn wir dem a irgend welchen komplexen Wert geben, nur ist dann 
der Wert der Quadratwurzel jedesmal zu bestimmen. Die Reihe ist 
aach noch dadurch interessant, daß die sämtlichen Punkte, für welche 
sie nicht mehr konvergiert, ein endliches, nicht geschlossenes Linien- 
stück stetig erfüllen. Es gilt nämlich der Satz: 

Die Reihe 

(10a + ;r— + x— + ' ' i ad. inf. 

2a: 2a:, 2z, 1 ’ 

tco x t+1 = 2?* — 1 ist, konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnahme 
der Funkte der reellen Achse zwischen — 1 und -j- 1 und stellt den- 
jenigen Wert des zweideutigen Ausdrucks x±yx*— 1 dar, dessen ab- 
soluter Betrag kleiner als Eins ist. 

s* 
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Here eis. 

Betrachten wir die ganze algebraische Funktion z von x, die durch 
die Gleichung gegeben ist 

(11) z i — 2 xz +1=0. 

Es leuchtet ein, daß die Potenzen von z wieder Gleichungen derselben 
Form genügen müssen. Setzt man insbesondere 

24 — l=Xi, 24 — 1 = x t+1 , . . ., 

so gilt 

(12) 4 — 2*,*! +1=0, . . ., z\ — 2x k z k + 1=0, 
welche Relationen wir auch in der Form schreiben können 

(13) 2x = z + i, . . ., 2x k = 4* + z~* . 



Nun folgt aus den Gleichungen (11), (12) die Formel 



\+r 



, JL + _ I + 

o ' o •) -v ' 



+ 



also 
(14) 5- 



2x ' 2.r 2x ' 2x 2x 2x-2Xg 2x • 2x t 1 

, 2 . _| — 1 — p _ 2L 1 — | — . 1 — — i — — — — . 

2x ~ 2x • 2x, ~ 2x • 2x, • 2x, 2x • 2x, . . . 2x„ ~ 2x ■ 2x, . . . 2x, 



Es bleibt noch übrig, das Restglied der Reihe rechts zu unter- 
suchen. Ziehen wir in der Ebene den Einheitskreis um den Nullpunkt 
und betrachten die Punktzuordnung, die durch die Gleichung (11) ver- 
mittelt wird. 

Zu jedem x gehören zwei verschiedene Wurzeln dieser Gleichung 
(ausgenommen für £ = ±1, wo z = x wird). Da ihr Produkt =1 
ist, so liegt die eine im allgemeinen innerhalb des Einheitskreises, die 
andere außerhalb. Wir bezeichnen die erster« mit z, die andere mit 
z ’ = — , bo daß also immer « | < 1 ist. Eine Unbestimmtheit tritt 
nur ein, wenn der absolute Betrag beider Wurzeln gleich Eins ist. 
Suchen wir die Werte von x, für welche dies eintritt, und setzen dazu 
z = tf*. Nach (13) wird dann 

x = cos <p, x. = cos(2"y) . 

Also: Für edle reellen Werte von x zwischen — 1 und + 1 und 
nur für diese wird Z\ — 1. Zugleich bleibt x.j Iwi wachsendem n end- 
lich und < 1, und die Heilte (10a) divergiert. 

Umgibt man also die gerade Strecke von — 1 bis + 1 durch ein 
beliebig schmales Rechteck, so bleibt für das ganze äußere Gebiet 
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z <1 und |xr'!>l. Für alle diese Werte wächst aber nach (13) 
/, mit » über alle Grenzen, so daß also die Reihe (10a) gleichmäßig 
konvergiert und diejenige eindeutige Funktion von x, die wir mit z 
bezeichnet haben, vollständig darstellt. 

Um den Zusammenhang zwischen z und x noch etwas zu verdeut- 
lichen, denken wir uns irgend einen Punkt z im Einheitskreis. Indem 
wir ihn erst an der reellen Achse und dann am Einheitskreis spiegeln, 

gelangen wir zum Punkt z' = * • Der Mittelpunkt auf der Geraden 

( i , z') ist dann das zugehörige x. Man sieht hieraus, daß zusammen- 
gehörige Werte von x und z stets auf der gleichen Seite der Ordinaten- 
achse, aber auf entgegengesetzten Seiten der Abszissenachse liegen. 




Fl*. 2. 

Knilen Werten von x außerhalb des Intervalles (— 1, 4- 1) entsprechen 
rtelle z, z'. Einem reellen Wert x 0 zwischen — 1 und -f- 1 entsprechen 
zwei Punkte z 0 , z 0 des Einheitskreises, die man erhält, wenn man in x 0 
die Ordinaten bis zum Kreis zieht. Läßt man x sich von der negativen 
Seite her diesem Punkte nähern, so wandert das positive z zum Punkt 
z 0 hinauf. Kommt aber x von der positiven Seite an x 0 heran, so 
nähert sich z dem Punkte z 0 . Also hat z an beiden Rändern des 
1 erzweigungsschnittes (— 1, + 1) konjugiert komplexe Werte. 

Wir haben im Vorhergehenden nur die Stammbruchreihen mit 
lauter positiven Gliedern behandelt. Das Verfahren bleibt aber im 
wesentlichen dasselbe, wenn über das Vorzeichen der Glieder andere 
Bestimmungen getroffen werden. Um z. B. die Reiben mit alternierend 
positiven und negativen Gliedern zu erhalten, haben wir in den Gleichungen 
(3) rechts den Größen e das positive Vorzeichen zu geben. Die Re- 
sursiousformel der Teilnenner wird jetzt 
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und als unendliche Maximalreihe eines Stammbruchs finden wir 



(15) 



1 

X -f- 1 




worin 

zt+i = «* + **— i 
ist. 

Indessen gibt es für quadratische Irrationalitäten keine Maximal- 
reihe von so einfachem Gesetz wie Reihe (10). Man kann zwar für 
die Zahl y« s i — a in analoger Weise wie S. 132 aus der Gleichung 
z* 2az —1=0 eine alternierende Stammbruchreihe herleiten, die- 
selbe besitzt aber nicht den Charakter der Maximalreihe. 



Basel, 20. Sept. 1903. 



Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln. 

Von Paul Epstein in Straßburg i. E. 

Die elementare Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln 
ist — wenn man von Dirichlets Verallgemeinerung der Indizesdarstellung 
absieht — nicht wesentlich über den Stand in Gauß' Disquisitiones 
hinausgekommen. Sie findet eine natürliche Schranke in dem Satze, 
daß für zusammengesetzte Moduln im allgemeinen keine primitiven 
Wurzeln existieren. In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch ge- 
macht, diese Schranke zu beseitigen, indem für jeden Modul primitive 
Wurzeln definiert werden, die natürlich für die Moduln, für welche 
bisher primitive Wurzeln existierten, mit diesen zusammenfallen müssen. 
Die Bestimmung der Anzahl dieser primitiven Wurzeln und ihre Ein 
teilung bildet den Hauptgegenstaud der Untersuchung. Dabei werden, 
um die Arbeit in methodischer Beziehung möglichst einheitlich zu ge- 
stalten, als wichtigstes Hilfsmittel geeignet gewählte zahlentheordische 
Funktionen benutzt. Unter diesem Gesichtspunkt ist in den folgenden 
Entwicklungen auch eine neue Darstellung der bisherigen Theorie der 
Potenzreste enthalten. 

I. Bedeutet m irgend eine ganze Zahl, so wird nach dem ver- 
allgemeinerten Ferm ätschen Lehrsätze die Kongruenz 

xvW 1 mod »i 

durch jede zu nt relativ primr Zahl erfüllt. Im allgemeinen ist dies 
aber nicht die Kongruenz niedrigsten Grades von der angegebenen 
Eigenschaft, sondern nur dann, wenn m Potenz einer untjemden Pritn- 



Digitized by Google 




Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln. 135 



zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz ist. Sei in Primfaktoreu 
zerlegt 

( 1 ) m - 3*p?p? . . . p° m ’, 

a irgend eine zu in relativ prime Zahl, so bestehen die Kongruenzen 

a'^i ) = 1 mod/j" 1 , a f ( p * ) = 1 modp“’, . . ., ) = 1 modp“*, 

und dazu kommen 



für otj — 0, 1 
a„ — 2, 3 



a = 1 mod 2“», 
a* = 1 mod 2 a “, 



° =1 mod 2"". 



«o> 3 a* 

Wir bezeichnen das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen o, 
b, c, . . . mit 

K b, c, .. .] 

und bilden 1 ) 

| für « 0 = 0, 1, 2, 3 i>(m) = [qp (p"‘) , <p ( p "') (p“")], 

|für o 0 > 3 1>(m) - [2"°"*, qp(p“‘), <p(p“*), . ■ <p(p?)]- 

Dann ist nicht nur für jede zu m relativ prime Zahl a: 
a v ' (m ) = 1 mod in, 

sondern 

= 1 mod m 



ist die Kongruenz niedrigsten Grades, die alle Zahlen eines reduzierten 
Restesystems mod m zu Wurzeln hat. 

Die so definierte zahlentheoretische Funktion i>(m) möge „Haupt- 
txponent zum Modul m“ heißen.*) Sie ist immer ein Teiler von <p{m) 
und nur für m p a und in = 2p“ ist sie mit <p(m) identisch. Für 
jede zu m relativ prime Zahl a gibt es einen kleinsten Exponenten e, 
so daß 

«' = 1 mod m 

ist; diese Zahl e ist immer ein Teiler von und soll ,,Minimal- 

trponent ton a für den Modul in“ heißen. Der Hauptexponent tl’(m) 
ist der größte für den Modul m mögliche Minimalexponent. 

Eine Zahl, die den Haupterponenten mm Minimalexponenten besitzt, 
heißt primitive Wurzel von m. 



1) Vgl. Lucas, Theorie de« nombres, S. 429. 

2) Merkwürdigerweise wird dieselbe deutsche Bezeichnung „Hauptexponent“, 
— aber in anderer Bedeutung — , in einer Arbeit von Cunningham, Mess, of 
Math. Bd. 38, 8. 145 gebraucht. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, für einen Modul m die Anzahl der 
Zahlen mit gegebenem Minimalexponenten und insbesondere die Anzahl 
der primitiven Wurzeln von m zu bestimmen. 

2. Es bedeute 

%(m, g) die Anzahl der inkongruenten Lösungen der Kongruenz 

(1) x* = 1 mod m, 

0(m, fi) die Anzahl der Zahlen mit dem Minimalexjwnenten g. 

In diesen Funktionen kann g beliebige ganzzahlige Werte annehmen; 
ist g relativ prim zu 4'{m), so ist z( m > g) = 1, und wenn g nicht 
Teiler von ip(m) ist, so ist jedenfalls 0(m, g) = 0. 

Wo kein Mißverständnis bezüglich des Moduls möglich ist, kann 
man das Argument m weglassen. 

Ist g = so ist 0(m, g) die Anzahl der primitiven Wurzdn 

von m, und wir schreiben dann 

(2) für g = 0(tn, g) — to(m). 

Jede Lösung der Kongruenz (1) hat entweder g oder einen Teiler von 
g zum Minimalexponenten, und umgekehrt ist jede Zahl mit einem 
solchen Minimalexponenten eine Lösung der Kongruenz. Also besteht 
zwischen den Funktionen x und 0 der Zusammenhang 

(3) l{ m > p) —JZ 0{ w i ö)> »He Teiler von g. 

*> /■ 

In der Summe auf der rechten Seite sind nur diejenigen P'unktionen 6 
von Null verschieden, bei denen d zugleich Teiler von tp(m) ist; es 
braucht also d nur die Gesamtheit der Teiler des größten gemeinsamen 
Divisors von g und tfr(m) zu durchlaufen. Bezeichnen wir diesen mit 
d, so haben wir folglich den Satz: 

Es ist stds 

( 4 ) Z(«b .“) = zO», <*)■ 

Oder anders ausgedrückt: Die Kongruenz x“ = 1 mod m hat diesdbe 
Anzahl Lösungen, wie die Kongruenz x d ~ 1 mod m. 

Es sei nun 

1. m ungerade: m = p'^'p . . . p“". 

Die Lösungen von x>‘ = 1 mod m sind die simultanen Lösungen der 
Kongruenzen 

x" = 1 mod p“‘, x" - 1 mod p“', x >l = 1 mod 
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Diese haben der Reihe nach dj, d t , . . d n Lösungen, wobei 
(5) d i der grüßte gemeinsame Teiler von u und g (p" ) 

ist.') Durch Kombination der Lösungen der einzelnen Kongruenzen 
miteinander erhält man sämtliche Lösungen von x" ~ 1 mod m also ist 

z(»»> P) “ d i d i ■ ■ ■ d .- 

Ist aber 

2. m gerade: m — 2 a °p“‘ . . . 

so kommt zu den obigen Kongruenzen noch 

2 ^ = 1 mod 2“» 

hinzu. Diese besitzt 

für u 0 = 1: eine Lösung 

für «„> 1 und u ungerade: eine Lösung, 

g gerade: 2 d 0 Lösungen, wobei 
(5 a) d 0 der grüßte gemeinsame Teiler von g und 2 a - ~ - 

ist. 

Fassen wir alles zusammen, so können wir also sagen: Wenn in 
durch 4 teilbar und g gerade ist, so ist 
(6a) zO> g) ~ 2d <) d l • • • d n . 

In allem übrigen Füllen ist 

(6b) Z(»b p) = d,d s . . . d„. 

Nimmt man beispielsweise ft =■ t{m), so ist es jedenfalls eine gerade Zahl 
und d t =* 9 P (/>“') (i =>1,2,..., »). Weiter ist, sobald a 0 ^ 2 ist 
d 0 =2“” -s , also 2 d 0 = q>(2“”), folglich erhält mau, wie es sein muß: 

X(m, ti'(w)) = cp (2"”) qp (;>;'*) ...cp (/>“") = <p(m). 

Aus den Formeln (6) erkennt man, daß für zwei relativ pirime Zahlen 
u, g' stets 

( 7 ) z(”»> pjO = zO, p) Z(»>, “') 

ist. 

3. Wir wenden uns nun zur Bestimmung der Funktion 0(m, g) und 
bedienen uns dabei des folgenden Satzes’): 

1) Gauß, Diequisitiones arithm. Art. 85. 

S) Dieser einfache Satz, der bisher noch nicht ausdrücklich formuliert zu sein 
scheint, läßt sich auch aus einem kleinen Aulsatz von Liouville, Journ. de 
Math. 1857, S. 110 ablesen. Er bildet die Quelle für zahlreiche Relationen zwischen 
zahlentheoretischen Funktionen. 
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Sind zwei zahlentheoretische Funktionen % und 0 für jedes Argument 
p durch die Relation 

(1) zO) ö(d), d alle Teller von p, 

6 j f» 

verbunden, ist j;(l) = 1 und für irgend zwei relativ prime p, p' 

( 2 ) z(f*fO - ZOO ZOO» 

so ist auch 

(3) ö O*fO — ö(f*) O(a’), 

und wenn, in Primfaktoren zerlegt: 

p = p"q i r r . . . 

ist, so ist 

(4) 0(p) - (j(pn - z(p a ~ *)) (zig 1 ) - z^- 1 )) ■ . . 

Beweis. Ist p Potenz einer Primzahl: 

#* -P", 

so folgt aus (1): 

00") - z(p a ) ~ X(P "“O 

Ist qf Potenz einer zweiten Primzahl, so ist 

zOV) - 00" 2*) +2W)- 

d ’ 

Darin durchläuft ö ' alle Teiler von p"qt mit Ausnahme von p a q i selbst. 
Diese kann man so erhalten, daß man sämtliche Teiler von p“q i ~ t , 
ferner von pf- l q‘' nimmt; dabei erhält man die Teiler von 
zweimal, man hat sie also einmal wieder wegzunehmen; daraus folgt 

zOV) “ O(jfqt) + z(jf9. f ~ l ) + ZO"~ V) - zO““V _1 ), 

also nach (2): 

00" «O - (zO“) - ZiP'"' 1 ) (z¥) - zW) 

oder auch 

0O'V) - 00") 0 V)- 

In entsprechender Weise weiterschließend gelangt man unmittelbar zu 
dem obigen Satze. 

Fügen wir in Formel (4) sämtlichen Funktionen ein erstes Argu- 
ment m hinzu, so haben wir die Anzahl 0(m, p) der Zahlen, die für 
den Modul m den Minimalexponenten p besitzen, durch die im vorigen 
Paragraphen bestimmte Funktion jr(»i, p) ausgedrückt. Wir wollen die 
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Formel nur für den Fall ju . = weiter ausführen 1 ) und erhalten 

dadurch die Anzahl der primitiven Wurzeln von »». Es sei in Prim- 
faktoren zerlegt: 

( 5 ) q(m) = 2 K q‘ qf . . . q 1 /, n>(m) - 2'°q\ l q' t ' . . . q'/. 

Dann ist nach (4), wenn wir für g = $(»i) anstelle von ö(jt) die 
Bezeichnung w(»j) wählen und bei den z - Funktionen wieder das erste 
Argument m weglassen, die Anzahl der primitiven Wurzeln: 

(6) 6>(m)-[z(2 , *)-z(2 , °" 1 )] [z (?[') ~ X («?“ ’)]-[* (««') “ * (C*)] ’ 



Wir bestimmen zunächst für irgend eine der ungeraden Primzahlen q 
die Werte von %(q') und jj(g* _l ). 

Es seien die höchsten Potenzen von q, die der Reihe nach in den 
Funktionen q(p"‘), q (Pj’) ,■••, ?( p“') enthalten sind, 

q y ‘, q r ', 

Dann ist q in der Funktion q{m) mit dem Exponenten 

*■- Yx + r t — + r. 



enthalten; dagegen ist der Exponent v von q in %'im) nach der De- 
finition dieser Funktion die größte der Zahlen y u ■ • ■ Folglich ist 
nach (6) des vorigen Paragraphen: 

(8a) z(q r )-q r '+ r ’* +r *-q l - 

Um aber x( f l'~ l ) ZQ bestimmen, bezeichnen wir mit 

(7) t die Anzahl der durch q r teilbaren Funktionen q ( p"') , . . ., q ( ;/'") 

und finden durch eine leichte Überlegung 

(8b) x{q~ l )=*q' , * y '*' +r.-.r + .w-»)_ ? i-. > 

also ist 

(8c) 0 (q’) — i(q r ) — z(q’~') — q l ~’(q‘ - 0- 



Eine entsprechende Formel findet man für die Differenz Z (2’») — Z (2’” _ '), 
nämlich 



(9) 0(2-») - Z (2'») - Z (2-»-‘) - 2 1 »-»(2- - 1), 



nur muß man dabei die Zahl e 0 in geeigneter Weise definieren. 

1. ni nicht durch 4 teilbar, so ist 
«0 die Anzahl der durch 2’« teilbaren Funktionen 



<f> (p?) , <p(p?),-; <P (K")- 



Ist 



1) Der allgemeine Fall wird in Nr. 5 behandelt. 
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2. Ist m durch 4 teilbar und »'„> 1, so ist 
e 0 die Anzahl der durch 2’’» teilbaren Funktionen 

(7b) i ^ p(2 °°), <p(p a .")- 

3. Ist aber v 0 = 1, was immer eiutritt, wenn in keinen Primfaktor 
von der Form 4/i + 1 enthält und durch keine höhere Potenz von 2 
als 8 teilbar ist, so ist 

( 1 c ) • 

Aus (8) und (9) findet man nunmehr, wenn man die nach (7) zu be- 
stimmenden Zahlen t durch Indizes entsprechend den Primfaktoren q]‘ 
von V'(m) unterscheidet, die Anzahl der primitiven Wurzeln von m: 

(10) a(m) = 2*°~ '*(2'“ — l) yj 1- ' 1 (gj* — l) - . . «i»"*- («.'•- l)- 

Führt man aber eine zahlen theoretische Funktion 

(11) «(*>) - 2 , "- 1 g ;*- 1 . . . s ;«- 1 

ein und bezeichnet mit S(u) die Summe der Teiler von p, so kann 
man, wie man leicht sieht, schließlich folgenden Satz aussprechen: 

Um die Anzahl der primitiven Wurzeln einer Zahl 

2 a 0 er. «_ 

Pl ■■Pn 

zu bestimmen, berechnet man die Funktionen <p(2"°), q (l\‘) > ■ f (p“"), 
ferner 

<p(in) = 2 x °q[ l ...q 1 / 

und nach Formel (2) in Fr. 1 den Hauptexponenten 
Hirn) = 2 r °q\‘ . . . q]*. 

Ermittelt man dann nach (7) die Zahlen e 0 , «i, • •• £* und entsprechend der 
Formel (11) die Funktion q(m), so ist die Anzahl der primitiven 
Wurzeln von m: 

( 12 ) “(»0 - 

Ist m = p a oder 2 p", so ist ij(m) — 1, und man hat die aus den 
Elementen bekannte Anzahl der primitiven Wurzeln: w(»i) = qrqpip“). 

4. Ist « primitive Wurzel von m, und bildet man die Reste der 
Potenzen von o nach dem Modul m, so ist a, = u" mod in dann und 
nur dann ebenfalls primitive Wurzel, Bobald p relativ prim zu ii'(m) ist. 
Umgekehrt ist dann auch a = mod m, wobei p, die zu p assoziierte 
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Zahl, d. h. 11 u j = l mod tpini) ist. Solche primitiven Wurzeln, von denen 
jede einer Potenz der anderen mod m kongruent ist, sollen miteinander 
verwandt heißen. Dagegen möge eine Zahl b, welche keiner Potenz von 
a kongruent ist, fremd zu a genannt werden. Ist b auch primitive 
Wurzel, so sind sämtliche mit b verwandten Wurzeln fremd zu sämt- 
lichen mit a verwandten und umgekehrt. Hieraus folgt der Satz: 

Sämtliche primitiven Wurzeln von m lassen sich in „Familien“ 
von je <p(4>'m)) miteinander verwandten Wurzeln einteilen. Jede Familie 

ist fremd zu jeder anderen. Die Anzahl der Familien ist — 

Die Einteilung läßt sich aber weiter treiben. Sei a primitive 
Wurzel und r eine zu a fremde Zahl vom Minimalexponenten 2, also 
eine Lösung der Kongruenz 



(1) 


x 1 = 1 mod >«, 


so ist 




(2) 


b = ra mod m 



ebenfalls primitive Wurzel und fremd zu a. Denn wäre der Minimal- 
eiponent ß von b ungerade, so wäre ti 1 = ra? = 1 mod»«, also 
r = a' 1 ' (m > ~ i 1 , was unmöglich ist, da r fremd zu a sein soll. Für einen 
geraden Minimalexponenten ß ist aber 1? = ai 1 = 1 mod »», also kann 
nur ß = t/> (m) sein. Wäre nun b mit a verwandt, so könnte wieder r 
nicht fremd zu a sein. 

Aus (2) folgt aber, wenn u relativ prim zu #>(»«), also jedenfalls 
ungerade ist: 

(3) b“ = ra,“ mod m, 

es geht also auf diese Weise die ganze Familie primitiver Wurzeln, 
zu der a gehört, in eine neue Familie über. Macht man denselben 
Übergang mit Hilfe von sämtlichen zu a fremden Lösungen der Kon- 
gruenz (1), so kann es Vorkommen, daß man dieselbe neue Familie 
mehrmals erhält. Es müßte dann, wenn r' eine zweite zu a fremde 
Lösung von (1) ist: 

(4) r'a = ra" mod m (jt relativ prim zu ü’(m)) 
sein, also wenn man beiderseits zum Quadrat erhebt: 

0 *ie— i) = 1 m od m. 



Hieraus würde aber, da jedenfalls p < ii'(m) ist, 



M - -y- 



+ 1 
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folgen, und dies ist nur dann relativ prim zu t l>(m), wenn 4>(m) durch 
4 teilbar ist. In diesem Falle besteht dann für die Lösungen r, r die 
Beziehung 

‘ /'(»•) 

rr' = a 1 mod m. 

Hiermit haben wir den Satz: 

Jede zu a fremde Lösung der Kongruenz x* = 1 mod m erzeugt eine 
zur Familie von a fremde Familie, primitiver Wurzeln b" = ra" mod/«; 
sobald aber 4>(m) durch 4 teilbar ist, liefern je zwei durch die Kongruenz 

■e(m) 

rr' = a 1 mod /» verbundene Lösungen r, r' die gleiche Familie. 

Wir wollen die Gesamtheit der in dieser Weise aus einer Familie 
entspringenden neuen Familien mit Einrechnung der ersten einen 
Stamm von Familien nennen. Da aus b = ra mod zw auch 

a = rb mod m 

folgt, so kann man einen Stamm aus jeder ihm zugehörigen Familie 
erzeugen. Dagegen erzeugt jede Familie, die dem Stamme nicht zu- 
gehört, einen neuen Stamm. 

Nun sind von den Lösungen der Kongruenz x s = 1 mod m mit 

Ausnahme de/' Lösungen r = 1 mod m und r = « * * ’ mod m alle 
Lösungen fremd zu a. Die Anzahl aller Lösungen ist nach der bis- 
herigen Bezeichnung %(ni, 2), und es ist 1 ) nach (6) in Nr. *2., wenn wieder 
m = 2 "°p“‘p^ • ■ ■ p"" ist: 

für « 0 = 0,1 x(m, 2) - 2", 

«o- 2 X(>», -) — ~" + l , 

u 0 >2 z(”>, 2) =■ 2" + I . 

Es ergibt sich also schließlich der Satz: 

Die primitiven Wurzeln zerfallen in Stämme. Jeder Stamm hat, 

A) wenn »•(/») nicht durch 4 teilbar ist, i{m, 2) — 1, 

Bl trenn i>(m) durch 4 teilbar ist, j lfm, 2) 

Familien von je <f(t(i(m)) primitiven Wurzeln. 

5. Wir wollen noch die Frage behandeln, ob unter den Besten der 
Potenzen aller primitiven Wurzeln von m sämtliche zu m relativ primen 
Zahlen auftreten; wir werden finden, daß dies im allgemeinen nicht der 
Fnll ist. 

1) Vgl. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, S. 172. 
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Es seien a lind b primitive Wurzeln, und es möge für einen Ex- 
ponenten g die Kongruenz 
(1) a" = b" mod m 

bestehen. Bedeutet d den größten gemeinsamen Teiler von u und 
p0 g = dg', ■= dtt>’ 

und fi' relativ prim zu ty' ist, so läßt sich eine Zahl g x derart be- 
stimmen, daß gu, = 1 modti’’ ist. Erhebt man also die Kongnienz (1) 
zur jij““ Potenz, so folgt 
(21 a' 1 = b* mod m. 

Bezeichnet nun g(m , g) die Anzahl aller inkongruenten Werte, die a " 
annimmt, trenn a sämtliche primitiven Wurzeln von m durchläuft , so 
wird offenbar 

(3) g(m, g) = g(m, d) 
sein. Andererseits ist aber nur dann 

g(m, u) = g(m, i/), 

wenn u und v denselben größten gemeinsamen Teiler mit tfr(tn ) besitzen; 
denn nur unter dieser Bedingung kann für zwei primitive Wurzeln die 
Kongruenz «.'• __ h- mod m 

bestehen. Da also hiernach die Funktionen g(m, u) nur für den Fall 
zn betrachten sind, daß das zweite Argument ein Teiler von 4>(m) ist, 
so können wir mit einer leichten Änderung der Bezeichnung an ihrer 
Stelle die Funktionen 

(4) f(m, d) = g(m, 

einführen, und wir stellen uns die Aufgabe, den Wert von f(m, d) für 
einen gegebenen Teiler d von tl'(m) zu ermitteln. 

Es bedeutet also f{m, d) die Anzahl aller inkongruenten Werte 

W(«i) 

von a * . Die Kongruenz 

!/•(»»#) 

(5) x d = a d mod m 

hat i (nt, '' I" ^ Lösungen. Durchläuft a alle primitiven Wurzeln, so 

erhält man f(ni, d) Kongruenzen, deren Lösungen sämtlich inkongruent 
sind, also haben alle Kongruenzen zusammen 

(6) f( m , d ) l (»>, * '!" ) 

verschiedene Lösungen. 
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Diese Anzahl kann man auch auf andere Weise bestimmen. Jede 
Lösung x der Kongruenz (5) hat einen Minimalexponentett , und 

es muß £ relativ prim zu d sein; denn hätten £ und d einen von 1 
verschiedenen gemeinsamen Teiler I), so daß | — D\' und d = T)d' 

*/• (m) U'(m) 

wäre, so wäre x"'' = 1 mod m, also auch x n = 1 inod m ; ferner 



» ('(*») 

wäre x Di ' ^a“ r mod»i, folglich x " = a “ =1 mod m, und dies 
ist immöglich, da a primitive Wurzel sein soll. Umgekehrt aber ist 

jede Zahl x mit einem Minimalexponenten , wobei £ relativ prim 
zu d ist, Lösung einer der f(tn, d) Kongruenzen (5), d. h. ist 



( 7 ) 



«/’ (w) 

x * =1 mod m 



(W(m) 



Miniraalexponent^ , 



so gibt es stäs primitive Wurzeln a, so daß 

tjf (»«) */'(»») 

x d = a d mod m 
ist. 

Beieeis. Da d und J relativ prim sein sollen, so muß 
i>(m) — d ■ J • e 

sein. Sei nun x eine gegebene Zahl vom Minimalexponenten — d ■ e, 
so ist zu zeigen, daß unter den Lösungen der Kongruenz 
(8) z 4* - X** mod m 

sich primitive Wurzeln befinden. 

Es sei r eine Zahl mit dem Minimalexponenten te = so ist 

a = xr mod m 



eine Lösung von (8), und filr keinen Exponenten t < £e besteht eine 
Kongruenz a* = x“ mod m. Da nun x den Minimalexponenten de hat 
und d relativ prim zu | ist, so hat a den Minimalexponenten d%e— 
d. h. a ist primitive Wurzel, und die Kongruenz (8) hat mithin 

0(m, £e) — o(ni, primitive Wurzeln zu Lösungen. 

Es stimmt also die durch Formel (6) bestimmte Anzahl sämtlicher 
Lösungen der f(m, d) Kongruenzen (5) überein mit der Anzahl sämt- 
licher Zahlen x mit einem Minimalexponenten — , in dem | relativ 
prim zu d ist, d. h. es muß sein: 

(9) f(m, d) x (m, 0 (m, , 
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und hierin ist die Summe auf der rechten Seite über alle zu d relativ 
primen Teiler van zu erstrecken. 

Wir wollen nun allgemein einen Teiler t einer Zahl n, der zu 

seinem komplementären Teiler — relativ prim ist, einen Hauptteiler 

von » nennen. Es gehört dann zu irgend eitlem Teiler d ein ganz 
bestimmter Hauptteiler, der alle in d vorkommenden Primzahlen in den 
Potenzen enthält, in denen sie in n auftreten. Sei in uuserem Falle 

(d) der zu d gehörige Hauptteiler von ii'(m), 



so durchläuft 5 alle Teiler von , die wir mit ä bezeichnen wollen, 
und es ist also 

- (d) ■ 6 

und d relativ prim zu (d). Folglich ist 

y o(tn, - 0(m, (d)) ^ 0(m, d) — 0(m, (d)) x (>«, 

o/"<T 



und wir erhalten 



f(»h <T) 



Es ist aber 



r- -d~) 



\l> (im) (d) (m) 

d = T ' 7 3T 



und ~ relativ prim zu , folglich 

*(* 1 S a )-*(«. 9)-‘h 

und daher schließlich 



(10) 



f(»>, d)~ - 



0(m, (d)) 



(-f) 



Ist d' ein zu d relativ primer Teiler von #(>«), so sind auch die zu- 
gehörigen Hauptteiler ( ’d ) und (d') relativ prim, und der zum Produkt 
dd' gehörige Hauptteiler (d<T) ist gleich dem Produkt der einzelnen 
Hauptteiler; es ist also 

Ul) f(m, dd') — f(m, d) f(m, d'). 

Die Entwicklungen in Nr. 3 machen es möglich, die Funktionen f(m, d) 
eiplicite durch die Primfaktoren von x(>(m) darzustellen; wir benutzen 
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das, um als wichtigste Eigenschaft dieser Funktionen den Satz zu be- 
weisen, daß immer 

f(m, d) ^ 0(m, d) 
ist. 

Es sei, wie in Nr. 3 

m = 2"‘p°‘ . . . p° n \ 

<p(tn) = 2 l ° qf‘ . . . (//, 

H m ) “ 2 '°<h' ■ ■ ■ %*■ 

Es genügt, wenn wir m als nicht durch 4 teilbar annehmen. 

Irgend ein Teiler d von tl>(m) sei 

d = 2 "“ q\ l ... q*‘- 

dann ist nach (11), wenn man das Argument m wegläßt: 
m-f{^)f{q\')...f(q v /), 



wir brauchen also nur den Wert von f(q *) für p = 0, 1, . . ., v zu be- 
rechnen, wobei q irgend einen der Primfaktoren von #(m), auch 2 
bedeuten kann und v den Exponenten, mit dem q in ii’(m) auftritt 
Nach (10) ist 

«(«*) xirt-zif-'l 

z(l r - e ) 



(12) 






Die hier vorkommenden Funktionen % bestimmen wir nach (6) in Nr. 2. 
Wir haben dann die Zahlen 

(13) <p(Pt')> ■■ ■, <p(p?) 

ins Auge zu fassen, und es bedeute unter ihnen 

3Tj die Anzahl der durch q teilbaren Zahlen, 

77 n 77 v 9* n 17 

1*3 77 77 77 17 9 . 77 77 

1 *% 77 77 77 17 9 77 77 

Es ist also gleichbedeutend mit e iu Nr. 3, (7). Dann ist 
»i >: > -x> ■ ■ ■ ^ 

und ferner ist 

si l — 7t. j die Anzahl der nur durch q teilbaren Zahlen (13), 

n »i » n » 9 » » 

31 3 n n » n »9 n n 
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Man erhält nun leicht nach (6) in Nr. 2: 



114) 



Z(ff) — <?', 

= q n !-*•+>*» = q’ , i + ”t l 



*(«*) ' 



a n l - + *(«, - n t ) + 3 ff, . 



n* ! + ** + *» 



jf(ge) = + + - • ■ »y, r? = 1, 

Der Exponent A, mit dem q in ip(»i) auftritt, ist offenbar 

A — jt, — rr, + 2 (jt, — *,) + 3 (*, — jt«) H (- vir, 

•= Ä i + Jt» + J*s + ••• + *,» 



also ist übereinstimmend mit (8) in Nr. 3: 

z( 2 r ) = <?, = g'* - "’'- 

Nach (12) und (14) erhalten wir jetzt 

i 
9 

n 

Q 



( 15 ) f(m,q«)- ~ i'~ *+' +M - y+,+ • • • - 1 )- 



dergleichen wir dies mit 

so ist 



tf (»i, /) = <2 *i + ’ , » + ■ "t-t (q"e _ l), 



*r , — p-4-1 JTj, -T, — e+s ^ Jt», ■ ■ ■> Jtr — i ^ JI^. — i, -IV ^ Jt^, 



folglich 



/■(»»> «*) £ Ö(»b g*) 



und daher auch für jeden Teiler d ton \ l>(m) 

(Iti) /■(»*, d) ^ 0(m, d). 

dd enden wir uns nun zu der im Anfang dieses Paragraphen gestellten 
Aufgabe, so bedeute g(m) die Anzahl der inkongruenten Werte, welche 
die beste der Potenzen aller primitiven Wurzeln von m annehmen können. 
Man findet dann unmittelbar 



g(m) <=J^g(m, d) 

d / \l> (m) 

oder auch 

(11) g(m) =yf(.»i, d). 

d ,tp(m) 

Nach (16) ist also 

g(m) <[ 0(m, d), 



io* 
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aber nach Nr. 2: 

d) — x(m, t im)) — <jp (»*) , 

folglich ist 

(18) g(m) £ tp(m), 

und man hat den Satz: 

/»» allgemeinen ist es nicht möglich , jede zu m relativ prime Zahl 
als liest eitler Potenz irgend einer primitiven Wurzel ton m darzustellen, 
sondern es gibt <p(m) — g(m) Zahlen, welche keiner Potenz irgend einer 
primitiven Wurzel mod»t kongruent sind. 

6. Zur Erläuterung der vorstehenden Entwicklungen mögen einige 
Beispiele dienen. 

Es sei 

1. m — 63 = 3* • 7. Dann ist 

tp(m) = 6 • 6 = 2 S • 3 S , t{m) = 6 = 2-3. 

Die folgende Tabelle enthält die Reste aller Potenzen für den Modul 63. 



a 


a* 


<*• 


a * 


a‘ 


O* 


2 


4 


8 


16 


32 


1 


4 


16 


1 








5 


25 


62 


58 


38 


1 


8 


1 










10 


37 


55 


46 


19 


1 


11 


58 


8 


25 


23 


1 


13 


43 


55 


22 


34 


1 


16 


4 


1 








17 


37 


62 


46 


26 


1 


19 


46 


55 


37 


10 


1 


20 


22 


62 


43 


41 


1 


22 


43 


1 








23 


25 


8 


58 


11 


1 


25 


58 


1 








26 


46 


62 


37 


17 


1 


29 


22 


8 


43 


50 


1 


31 


16 


55 


4 


61 


1 


32 


16 


8 


4 


2 


1 


34 


22 


55 


43 


13 


1 


37 


46 


1 








38 


58 


62 


25 


5 


1 


40 


25 


55 


58 


52 


1 


41 


43 


62 


22 


20 


1 


43 


22 


1 








44 


46 


8 


37 


53 


1 
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a 


a * 


O* 


n* 


O* 


o* 


46 


37 


1 








47 


4 


62 


16 


59 


1 


50 


43 


8 


22 


29 


1 


52 


58 


55 


25 


40 


1 


53 


37 


8 


46 


44 


1 


55 


1 










58 


25 


1 








59 


16 


62 


4 ‘ 


47 


1 


61 


4 


55 


16 


31 


1 


62 


1. 











Es sind also 24 primitive Wurzeln, was mit Formel (12) in Nr. 3 über- 
einstimmt; denn es ist nach (7) und (7 a) dieses Paragraphen 

f 0 = 2, t, — 2, also jj(»i) = 2 • 3, St}(m) =* 12, 

ferner <pg>(m) — 12, mithin 

m(m) - 12 • - 24. 

Die primitiven Wurzeln zerfallen nach Nr. 4 in 12 Familien von je 
q r«t'(»») ™ 2 Wurzeln. Nach dem Schlußsätze dieses Paragraphen bilden 
je 2) — 1=3 Familien einen Stamm; mit Hilfe der Lösungen 

8, 55, 62 der Kongruenz x % = 1 mod 63 findet man leicht die folgende 
Einteilung der primitiven Wurzeln: 



I. n. HI. | IV. 



2,32 


5,33 


' 10,19 


13,34 


47,59 


i 40,52 


17,26 


41,20 


61,31 


23,11 


53,44 


60,29 



Die Entwicklungen der Nr. 5 zeigen, daß für alle Teiler d von 

f{m, d) = 6(m, d) 

ist, also ist 

g(m) — <p(m), 

d. h. in diesem Falle treten unter den Resten der Potenzen der 
primitiven Wurzeln alle zu »i relativ primen Zahlen auf. 

2. m — 35 = 5 ■ 7. 



g>(m) = 4 • 6 = 2 S • 3. tl>(m) - 2 • 6 = 12 - 2* • 3. 
Hier ist f 0 = 1, f, = 1, also ij(m) = 1 und 
afni) -= <f<p(ni) = 8 . 
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Wir haben folgende Tabelle der Potenzreste: 



a 


a* 


a s 


a 4 


a* 


o* 


o* 


a* 


a* 




a“ 


a“ 


2 


4 


8 


16 


32 


29 


23 


11 


22 


9 


18 


1 


3 


9 


27 


11 


33 


29 


17 


16 


13 


4 


12 


1 


4 


16 


29 


11 


. 9 


1 














6 


1 






















8 


29 


22 


1 


















9 


11 


29 


16 


4 . 


1 














11 


16 


1 




















12 


4 


13 


16 


17 


29 


33 


11 


27 


9 


3 


1 


13 


29 


27 


1 


















16 


11 


1 




















17 


9 


13 


11 


12 


29 


3 


16 


27 


4 


33 


1 


18 


9 


22 


11 


23 


29 


32 


16 


8 


4 


2 


l 


19 


11 


34 


16 


24 


1 














22 


29 


8 


1 


















23 


4 


22 


16 


18 


29 


2 


11 


8 


9 


32 


1 


24 


16 


34 


11 


19 


1 














26 


11 


6 


16 


31 


1 














27 


29 


13 


1 


















29 


1 






















31 


16 


6 


11 


26 


1 














32 


9 


8 


11 


2 


29 


18 


16 


22 


4 


23 


1 


33 


4 


27 


16 


3 


29 


12 


11 


13 


9 


17 


1 


34 


1. 























Hier ist qp^(»») = 4 und jr(m, 2) — 4, also bestehen die 8 primitiven 
Wurzeln aus 1 Stamm von ^%(in,2) — 2 Familien zu je 4 primitiven 
Wurzeln, nämlich: 

1. Familie: 2, 32, 23, 18. 

2. Familie: 3, 33, 17, 12. 



Schließlich ist 
f(m, 1) - 1, 

0(iw, 4) 



f(n,,2)- e{m ’-J- 
v ' Z ( m * 2 ) 






f(m, 4) — 



z(»b 1) 



• 4, f(m, 6). 



01 Ml, J2) 

' ZI>". 2) ' 



f(m, 3) - «f- - 2, 

2, /•(»», 12)— 0(?», 12)— 8, 



also g(m) — d) — 18, und es sind <p(nt) — ^(»») ” 6 Zahlen 

nicht durch Potenzen primitiver Wurzeln darstellbar, nämlich die Zahlen 
6, 34; 19, 24, 26, 31. 

Strnßburg i. E., März 1905. 
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Zu der Abhandlung des Herrn Nenberg 
„Über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Gz“. 1 ) 

Zweite Mitteilung. 

Von W. Fr. Meyer in Königsberg i. Pr. 



Versteht man unter der Höhenfläche eines Tetraeders die die 
Höhen des Tetraeders enthaltende Regelfläche zweiter Ordnung, so lautete 
der dritte der Zeemanschen Sätze: „Liegt irgend einer von 5 Raum- 
punkten auf der Höhenfläche des von den 4 anderen gebildeten Tetraeders, 
so kommt die nämliche Eigenschaft auch jedem der 4 anderen Punkte zu.“ 
Der Satz gilt, wie im Folgenden gezeigt werden soll, auch dann 
noch, wenn der ihm zugrunde liegende imaginäre „Kugelkreis“ durch 
eine völlig beliebige Fläche zweiter Klasse <t> ersetzt wird. Der 
Kürze halber mag die so entstehende projektive Verallgemeinerung der 
Höhenfläche als „<t>-Höhenfläche“ bezeichnet sein. Zugleich wird 
man den eigentlichen geometrischen Grund des Satzes erkennen. 

1. Die Gleichung der 0 - Höhenfläche des Koordinaten- 
tetraeders. — Es liege ein Koordinatentetraeder T mit den Ecken 
und den Ebenen A ( (i = 1,2, 3,4) zugrunde, und überdies eine be- 
liebige Fläche zweiter Klasse 0: 

(I) 0 U , = 0 = m, u, ■= 0. 



Die Ebene A t (x t =• 0) besitzt als Pol bez. 0 den Punkt P/ mit 
den Koordinaten c it , c it , <* (J , e (4 . Die Gerade g lt die die Ecke A i mit 
P/ verbindet, die also zur Ebene A bez. 0 konjugiert ist, trifft die 
Ebene A, in einem Punkte P, mit den Koordinaten 

x t “ 0, x k : x, : x m - c lk : c u : c tm (*, k, l, m - 1, 2, 3, 4). 



Dann hat (s. meine Abhandlung dieses Archiv (3)8, 1904, S. 142f.) 
eine Fläche zweiter Ordnung G: 

(i) <f, = (? s J2s itVl .o, 



die die vier Geraden g { enthalten soll, die 3 • 4 Bedingungen zu erfüllen: 



(Ha) 

(Hb) 

(He) 



- 0 , 

-- = 0, 

n 1 /* n 



1) S. dieses Archiv (8) 11, 225 — 238. 



Digitized by Google 




152 



W. Fb. Meyer: 



und diese 12 Gleichungen führen zu der einzigen Lösung: 

(III) G = (i r, — * 4 ) Q 1 + (* 4 — *,) ft + (*» - *,) Q t — 0, 

wenn zur Abk'irzung gesetzt wird: 

j(2) tr, = CjjCss, = c, s Cj 4 , Jfi c 14 Cjj; 

1(3) Ca“ «»*»*»> Cs-Cu***a+<i»Z|*4- 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß sowohl die 4 Gleichungen (Ilb), 
wie die 4 Gleichungen (Ile) je voneinander linear unabhängig sind, da 
nicht alle der aus den Koeffizienten der G n jk zu bildenden vierreihigen 
Determinanten verschwinden. 1 ) 

Da die Gleichungen (Ila) und (IIc) aussagen, daß die Fläche G 
einmal die Ecken .1, von T, andererseits die Punkte P, enthält, so 
geht demnach durch diese 2 • 4 Punkte gerade eine oo 1 Schar B (ein 
Büschel) von Flächen zweiter Ordnung, die sich in einer Raumkurve 
vierter Ordnung C\ schneiden. 

Diese (\ ist leicht mittels (III) darstellbar. Denn da 
(4) (*, - * t ) + (jr 4 - sr,) + (jr, - -Tj) - 0, 

so läßt sich G (III i auch in irgend eine der drei Gestalten setzen: 
j (lila) G = (x, — * 4 )(C» - Qt) + (* 4 - 3i t )(Q t - C 4 ) - 0, 

(III/3) G = (> s - * 4 )(C, - Cs) + Os ~ ~ Qt) = 0, 

1 (Uly) G = (sr 4 - .t,)(C, - Cs) + Oi - * 3 )(Ci ~ Qi) “ °- 

Die Fläche G erscheint also als Individuum eines Büschels, dem 
die drei Flächen 

(p) Qs Cs = *1» Cs — C* = 0, C» Cs ,= 0 

angehören. In der Tat bestätigt man ohne weiteres, daß die Glei- 
chungen (5) durch die Koordinaten c (l , c l3 , c, s , c, 4 der vier Punkte P, 
erfüllt werden. Das Büschel (5) ist also gerade das durch die Raum- 
kurve C t gehende, und die drei Flächen (5) sind innerhalb des Büschels 
B dadurch charakterisiert, daß sie je eine Kante von T und damit zu- 
gleich die Gegenkante ganz enthalten. 1 ) 

1) Noch kürzer ist der folgende Weg. Bezeichnet man die linken Seiten von 
(üb) bez. (De) mit ff, bez. t\ (»'== 1, 2, 3, 4), so müßte in einer etwaigen linearen 
Identität iRjBi — O bez. ü,C, = 0 stet« x, x t bez. 1, -f- l t verschwinden, was 
nur möglich ist, wenn alle x bez. Ä verschwinden. 

2) Entsprechend gilt der leicht beweisbare Satz, daß diejenige Fläche des 
Büschels ff, die irgend eine Kante des aus den vier Punkten f\ gebildeten Te- 
traeders enthält, stets auch deren Gegenkante enthalten muß. 
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2. Die Gleichung der 0 - Höhenfläche eines beliebigen 
Tetraeders. — Nunmehr sei T ein beliebiges Tetraeder mit den Ecken 
' 1), (2), (3), (4), wo z. B. die Ecke (1) die Koordinaten 4 1 *, 4 1, > x’ s l \ 4'* 
besitze. 

Wollte man, um zur Gleichung der 0 -Höhenfläche des Tetraeders 
T zu gelangen, dasselbe Verfahren wie in § 1 einschlagen, so würde 
man zunächst eine Gleichung erhalten, die in den Koordinaten der 
Punkte (1), (2), (3), (4) vom sechsten Grade wäre. Erst durch eine 
Reihe nicht einfacher Operationen, die den in der ersten Mitteilung 
verwendeten analog sind, gelingt es, aus jener Gleichung den Faktor 
(1234) viermal abzuspalten, unter (1234) die Determinante der 
r|“(i, k — 1, 2, 3, 4) verstanden, und so eine Endgleichung herzustellen, 
die sowohl in den Koordinaten ( x t ) eines beliebigen Punktes der Fläche, 
wie in denen der Ecken von T nur vom zweiten Grade ist. 

Man gewinnt indessen weit kürzer die fragliche Endgleichung der 
«D-Höhenfläche von T im Anschlüsse an Nr. 1 mit Hilfe einiger geo- 
metrischer Überlegungen. 

Indem wir etwa von der Gleichung (III}') der 0 - Höhenfläche G 
des Koordinatentetraeders ausgehen, fragen wir nach einer geeigneten 
geometrischen Bedeutung des Verschwindens der einzelnen, in jener 
Gleiehung auftretenden Faktoren, und übertragen dann diese Bedeutung 
auf ein beliebiges Tetraeder. 

Die Gleichung 

(6) 3T 4 7C a = C^C is C 12^34 = G 



sagt ans 1 ), daß die Kanten (1), (3) und (4), (2) des Koordinaten- 
tetraeders in bezug auf die Klassenfläche 0 (I) konjugiert sind. 

Die entsprechende Bedingung für das beliebige Tetraeder T lautet 
gemäß der Polaritätstheorie der Flächen zweiter Klasse: 



( 6 ') 



*11 


*j* 


C 13 


*14 


2^1 


4 ä > 


*S1 


c n 


*83 


*24 


4*’ 


4*’ 


*31 






*34 


4” 


4 S) 


*41 


£42 


*^43 


*44 


4*) 


4« 


4‘> 


4" 




4»> 


0 


0 


4 S> 


*?> 


*i S> 


4» 


0 


o 



= C =0 

— '-H.4S '■'j 



und analog die beiden anderen. 



1) S. meine Abhandlung „Über Grundzüge einer Theorie des Tetraeders", 
' trhandlungen des 3. internationalen Mathematikerkongresses in Heidelberg 1905, 



S. 336. 
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In der Tat, gibt man den Ecken A t des Koordinatentetraeders die 
Normalkoordinaten: 





*. 


1 *1 


1 *9 


*1 1 


A 


1 


1 0 


1 0 


0 | 


A 


0 


i 1 


0 


0 


A 


0 


1 0 


j 1 


0 


A 


0 


1 0 


1 0 


—LJ 



so spezialisieren sich die Ausdrücke C tl u , C li t} wie folgt: 

1 ^ 11,3» * C 18 C 24 C »''s9 = *3 *4» 

^19,42 * C 14 C t9 — C 1J^4 "*4 *9 > 

^14,29 *■ ^1^4 C 19^4 ~ *S • 

Diese drei Ausdrücke C„ S4 , C 1S ti , C u i3 sind je linear in den Koor- 

dinaten der Ecken von T und quadratisch hinsichtlich der c tl , und er- 
sichtlich irreduzibel. 

Der Identität (4) entspricht, wie man sich auch leicht durch 
direkte Ausrechnung überzeugt, die allgemeinere: 

(4) ^19,94 "t" ^-11, 49 ^ 14,29 — 

Nunmehr schreiten wir zu der Verallgemeinerung der Flächen- 
gleichungen (5) für ein beliebiges Tetraeder T. 

Die Fläche zweiter Ordnung 

( 9 ) Qi~Qt = ( c u x , x , + '29*1*4) - ('•12*9*4 + '•94*1*2) = 0 

war geometrisch dadurch charakterisiert, daß sie einmal durch die vier 
„<J>-Höhenfußpunkte“ P ( (<“,,, c (J , c lly c u ) des Koordinatentetraeders ging, 
andererseits dessen Kanten (1), (3) und (4), (2) ganz enthielt. 

Um die unbequeme Rechnung mit den Koordinaten der <t> Höhen- 
fußpunkte von T zu vermeiden, bedienen wir uns einer einfachen Über- 
legung. 

Beim Koordinatentetraeder (§ 1) war die „O-Höhe“ A 1 P l konju- 
giert zur Ebene A, in bezug auf <t> (I); insbesondere sind also die 
drei durch A t P t gehenden Ebenen (P t A t A t ), (P i A l A t ), (P l A 1 A i ) 
konjugiert zur Ebene A,. Man kann dies auch so ausdrücken, daß die 
Ebenen (P l A l A i ), ( P l A l A 3 ), (P l A l A t ) bez. konjugiert sind zu den 
Ebenen (P, A s A 4 ), ( P, A t A t ), (P,A,Aj). Das Entsprechende gilt für 
die drei anderen <t>-Höhenfußpunkte. Bezeichnet daher für den Augen- 
blick P irgend einen der vier Höhenfußpunkte, so ist stets (PA x A t ) 
konjugiert zu (P.l 3 A t ), (PA t A a ) zu ( PA i A t ), (PA, A t ) zu (PA*. 4,.)- 
Etwa die zweite dieser drei Eigenschaften werde jetzt für jeden 
Punkt (ar) einer Fläche zweiter Ordnung hinsichtlich des beliebigen 
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Tetraeders T verlangt, und überdies, daß sie die Kanten (1), (3) und 
(4), (2) ganz enthalte: existiert diese Fläche, so muß sie zu T in 
derselben Beziehung stehen, wie die Fläche (9) Q t — Q s == 0 zum Koor- 
diuatentetraeder. 

Nun ist die Bedingung für das Konjugiertsein zweier Ebenen 
(«), (v) in bezug auf «t» (I): 

(10) \,=22wa-o. 

i k 

Die Koordinaten z. B. der Ebene (jr 13) sind die dreireihigen Deter- 
minanten der aus den Koordinanten der Punkte (jr), (1), (3) gebildeten 
Matrix: 

I x i x t *4 j 

(11) rf» x>'> 4» x») ; 

i x 1 ^ x< 3 ) x^' 

diese Koordinaten u t ,u t ,n s ,u t der Ebene (x 13) seien so normiert, daß 

sie geradezu bez. gleich jenen (mit alternierenden Vorzeichen genom- 
menen) Determinanten werden, wobei der Determinante das positive 
Vorzeichen beigelegt werde. Genau das Entsprechende gelte für die 
Koordinaten der Ebene (x42) usw. Setzt man alsdann in die linke 
Seite <t> u t von (10) die soeben normierten Koordinaten der Ebenen 
(il3), (x42) ein, wodurch sie in <J> XI3 Itt übergehe, so ist damit dieser 
Ausdruck einschließlich des»Vorzeiehens eindeutig festgelegt, und analog 
die beiden weiteren Ausdrücke d> xU x83 , d> xl8 x34 . 

Damit ist bewiesen, daß die Fläche: 

( 12 ) *,!».,« -0 

die gewünschte Fläche zweiter Ordnung ist, denn die Gleichung (12) 
wird erfüllt durch die vier <t>- Höhenfußpunkte von T und enthält ganz 
die Kanten (1), (3) und (4), (2). 

Die linke Seite von (12) ist linear in den c {t und quadratisch in 
den x, und kann hinsichtlich der c it und x nicht reduzibel sein, da es 
die spezielle Gleichung (9) nicht ist; endlich ist (12) linear in den 
Koordinaten der Ecken von T und auch hinsichtlich dieser Größen 
irreduzibel; denn da bei Vertauschung zweier Ecken von T (12) höch- 
stens sein Vorzeichen ändert, müßte ein etwa sich abspaltender Faktor, 
der die Koordinaten irgend einer Ecke (linear) enthielte, zugleich die 
der anderen Ecken enthalten, mithin würde der verbleibende Best- 
faktor von den Ecken von T ganz unabhängig sein, was nicht mög- 
lich ist. 
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Nun überzeugt man sich ohne weiteres, daß, wenn man T wieder 
speziell als Koordinatentetraeder wählt, bei Zugrundelegung des nor- 
mierten Schemas (7) direkt die Reduktionen eintreten: 

f^xis, iu * Qi Qi — (/i -f- 099 X 4 * 4 ) + < 91 * 4 * 3 ) > 

(13) | d> lUj Jj3 *- Q s Q 3 -=s (c Ii x s x l -j- Ct t x l x t ) (<’ia- | 'j a: 4 + < 34 * 1 * 3 ) > 

' *34 — Qi - Q, = («19*3*4 + «24*1 *s) - («14*2*3 + «13*1*4) ■ 

Faßt man daher die betreffs der Ausdrücke G ti und rtm 
(i, k, l, m zyklisch =1,2, 3, 4) erhaltenen Ergebnisse zusammen, so 
erkennt man, daß sich die Gleichung der <J> • Höhcntläche eines be- 
liebigen Tetraeders T in eine der drei kovarianten Gestalten setzen läßt: 

0 ^ K ) Q — ^ IS, 42 ^*12, *34 ^12, 34 ^*13,194 = * * » 

0^ ß) l T = ^12,31 ^xll, *23 ^14,23 ^/II, *94 = *'» 

(^ 7 y) S ^ 14 , 23 ^*19, *12 ^13,42 ^**14, *29 = 

deren linke Seiten genau in die entsprechenden linken Seiten von (111") 
übergehen, wenn T auf Grund von (7) als Koordinatentetraeder ge- 
wählt wird. 

Der Identität 

(Q 3 - Q t ) + (Qa - Qi) + (Qi - Qi) = o 

entspricht die allgemeinere (die man leicht direkt bestätigt): 

(14) ®xl2, *94 + ®*13,*43 "t* ®*14, *23 “ ®, 

* 

und diese, zusammen mit den Darstellungen (IV), führen zu dem Satze: 
„Trifft es für einen Raumpunkt P zweimal zu, daß die 
Ebenen, die ihn mit je zwei Gegenkanten eines Tetraeders T 
verbinden, zueinander in bezug auf eine beliebige Fläche 
zweiter Klasse O konjugiert sind, so trifft es auch für das 
dritte Paar zu. Der Ort dieser Punkte P ist eine Raumkurve 
vierter Ordnung (1. Art) C t , die durch die Ecken von T und 
durch die O-Höhenfußpunkte von T geht, und umgekehrt 
durch diese 8 Punkte völlig bestimmt ist.“ 

3. Der projektiv verallgemeinerte Zeemansche Satz. — 
Nunmehr möge in einer der Gleichungen der Fläche G, etwa in (IVy) 
der laufende Punkt ( x ) mit irgend einer der Ecken von T, etwa mit 
( 1 ), vertauscht werden. 

Dadurch gehe die Fläche G über in eine Fläche G'\ 

00 G = (- „ 4 , q 3 < P r |9 j i4j — ( xi t a ‘T’xll.m = 0- 

Sobald sich beweisen läßt, daß die Flächen G und G' über- 
einstimmen, ist damit auch der Zeemansche Satz und zwar 
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für eine beliebige Fläche zweiter Klasse 0 (I) abgeleitet. 
Wie in § 2, bediene man sich geometrischer Schlüsse. 

Die Gleichung 

(15) Cr 4, ss =■ 0 

sagt aus, daß der Punkt ( ’x ) der Ebene angehört, die durch den 
Punkt (4) geht und zur Kante (2) (3) bez. 0 konjugiert ist, und das 
Entsprechende gilt für C x3 4J =■ 0. 

Oder, was auf dasselbe hinauskommt, man fälle im Dreieck (234) 
von den Ecken (4) bez. (3) aus die 0- Höhen auf die Gegenseiten und 
lege durch diese die Ebenen, die zur Ebene des Dreiecks bez. 0 kon- 
jugiert sind. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt jener Höhen als „0-Höhen- 
schnittpunkt K“ des Dreiecks (234), so schneiden sich die beiden 
Ebenen C xi 23 = 0, C x3 4S = 0 in der Geraden h", die durch A’, geht 
und zur Ebene (234) bez. 0 konjugiert ist. 

Die Fläche G' enthält daher diese Gerade h”. 

Die Gleichung 

(16) . *, llfl4I -0 

sagt aus, daß der Punkt (x) der Ebene angehört, die die Kante (1) (3) 
enthält und zur Ebene (142) bez. 0 konjugiert ist, die also auch die 
Ton der Ecke (3) auf die Gegeneben6 (142) gefällte 0-Höhe h 3 ent- 
hält, und das Entsprechende gilt wiederum von der Ebene 0 xUi ,« 3 = 0. 

Beide Ebenen schneiden sich in einer Geraden h\, die durch die 
Ecke (1) geht und die beiden 0-Höhen h z , h t trifft. 

Diese Gerade h\ liegt also sowolil auf G’ wie auf G, und zwar 
gehört sie auf letzterer Fläche derjenigen „zweiten“ Regelschar an, die 
die 0-Höhen von T nicht enthält. 

Endlich schneiden sich die Ebenen C ri sa — 0, 0 xl4 1M = 0 in der 
0-Höhe h t , und analog die Ebenen C x3 48 = 0, 0 xlSi 14ä =■ 0 in der 
0-Höhe /ij. 

Auch diese beiden 0-Höhen /i 4 , h 3 liegen daher sowohl auf G', 
wie auf G. 

Aber die 0-Höhenfläche G enthält auch die zuerst erwähnte Gerade h’’. 
Sei, wie in § 1 , der Pol der Ebene (234) bez. 0 mit P[ be- 
zeichnet, durch den also die 0-Höhe hindurehgeht, so geht durch 
den Punkt P[ der 0-Höhenfläche G eine Gerade <j[ der zweiten Regel- 
schar. Diese Gerade g 3 fällt aber mit k" zusammen. Denn jede der 
beiden Geraden gehört der zweiten Regelschar der 0-Höhenfläche au 
und ist gerade diejenige Gerade der Schur, die zur Ebene (234) bez. 0 
konjugiert ist. 
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Du demnach G und G' die vier Geraden ä", h\, h s , h 4 gemein 
haben, muß G dem Büschel an gehören, das durch die beiden zerfallen- 
den Flächen zweiter Ordnung C l4SJ «t»,,, ,,,- 0 und C xi a 0 xl4 , 13 = 0 
bestimmt ist. Mithin läßt sich die Gleichung von G auch in die Ge- 
stalt setzen: 

G = *4 x s C lä l3 0 x i 4j 123 ” G, 

wo x a , x 4 Zahlenfaktoren sind. Da aber G, wie unmittelbar ersicht- 
lich, bei Vertauschung irgend zweier der drei Punkte (2), (3), (4) nur 
sein Vorzeichen wechselt, folgt x, *= x 4 , und die Flächen G und G' 
fallen in der Tat zusammen. 

Da man mit jeder Ecke von T operieren kann, wie soeben mit 
der Ecke (1), so gibt es mit Rücksicht auf die drei Darstellungs- 
formen (IV) von G im ganzen zwölf äquivalente Darstellungen von G 
vom Typus (V). 

Damit ist aber nachgewiesen, daß sich die Gleichung der 0-Höhen- 
tläche G nicht ändert, wenn die fünf Punkte (sc), (1), (2), (3), (4) irgend 
einer Permutation unterworfen werden, und das ist der Inhalt des Zee- 
manschen, nur auf eine beliebige Fläche zweiter Jflasse 0 ausge- 
dehnten Satzes. 

Spezialisiert man hinterher die Fläche 0 (I) zum Kugelkreise K, 
so gehen die Gebilde „0- Höhen, 0 - Höhenfu ßpunkte, 0- Höhenfläche“ 
eines Tetraeders T über in die elementaren Gebilde „Höhen, Höhen- 
fußpunkte, Höhenfläche“ des Tetraeders, und die Eigenschaft des „Kon- 
jugiertseins bez. 0“ wird zur elementaren Eigenschaft des „Senkrecht- 
stehens“. Im besondern folgt noch, daß die Höhenfläche eines Tetraeders 
auch die vier Geraden h"(i =■ 1, 2, 3, 4) enthält, die in den Höhen- 
schnittpunkten der Seitendreiecke auf den Ebenen der letzteren senk- 
recht errichtet sind und eben diese Erscheinung ist, wie auch 
bei der projektiven Verallgemeinerung, die geometrische 
Quelle des Zeemanschen Satzes. 

Ob nicht den beiden Sätzen, die in dieser und der voraufgehenden 
Mitteilung untersucht sind, ein allgemeines Prinzip zugrunde liegt, 
dahingehend, daß es eine ganze Klasse von Flächen gibt, die zu einem 
Tetraeder und einer gegebenen (eventuell ausgearteten) Fläche zweiter 
Klasse 0 in kovarianter Beziehung stehen, und die in sich übergehen, 
wenn man den laufenden Punkt derselben mit irgend einer der Ecken 
des Tetraeders vertauscht, muß weiterer Untersuchung Vorbehalten 
bleiben. 

Königsberg i. Pr., Mai 1905. 
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Über Aufnahme von Wechselstromkurven 
durch Oszillographen und ihre Analyse. 

Von E. ORLICH in Charlottenburg. 1 ) 



I. Theorie der Oszillographen. 

Oszillographen sind Galvanometer, deren bewegliche Systeme so 
außerordentlich kleine Abmessungen haben, daß die Ablenkungen den 
Augenblickswerten eines das Galvanometer durchfließenden veränder- 
lichen Stromes in jedem Augenblick nahezu proportional sind. Sie 
haben in den letzten Jahren in der Wechselstromtechnik eine größere 
Bedeutung gewonnen, weil man mittels dieser Apparate in bequemer 
Weise den Verlauf der Wechselströme innerhalb einer Periode (d. h. 
ihre Kurvenform) studieren kann. 

Erfinder der Oszillographen ist Blonde!*) Er hat nicht nur die 
vollständige Theorie der Apparate entwickelt, sondern auch zuerst seine 
Ideen in brauchbaren Konstruktionen durchgeführt. Um die weitere 
Ausbildung der Apparate haben sich verdient gemacht Duddell*) (Type 
der Cambridge Scientific Instrument Cie.) und die Firma Siemens & Halske, 
die neuerdings gut durchkonstruierte Apparate in den Handel gebracht hat. 

Theorie der Oszillographen. — Für die Drehung des beweglichen 
Systems eines Galvanometers gilt die Differentialgleichung: 



'1) 



K dF + 



A %+ C » 



F. 



Darin bedeutet: ff den Winkel, welchen das System zur Zeit t mit 
der Ruhelage des Systems bei stromlosem Galvanometer bildet; K das 
Trägheitsmoment des beweglichen Systems; A die Dämpfungskonstante 
(die bremsende Kraft ist proportional der jeweiligen Geschwindigkeit 
des Systems); C die Direktionskraft (zurücktreibende Richtkraft im 
stromlosen Galvanometer); F das Drehmoment der äußeren ablenkenden 
Kraft. Weiter sei zur Abkürzung gesetzt: 



( 2 ) 



6 » 



> l/ A 
' n V c> 



A 

s ycK 



1) Der größte Teil dieser Arbeit entstammt dem Werkchen des Verfassers: 
Aufnahme und Analyse von Wechselstromkurven (Bd. VII der Elektrotechnik in 
Einreldarstellungen, herausgegeben von Dr. Benischke) Friedr. Vieweg & Sohn, 
Braunschweig. 

2) Compt. rend 11«, 602, 748. 1893. 

8) Electrician 39, 636. 1897. 
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Ist 
hat das 



(3) 

(4) 



das Galvanometer stromlos, so ist F = 0, und die Gleichung 
Integral : 

2 na 

9 0 = c 6 M sin V^l — « ! + f* ), wenn a < 1 

in a 

- 9 t 

9 0 — M e , wenn « = 1, 



( 6 ) 



M x e 



+ M,e 






wenn a > 1 



( M , fi, Jf„ 3/j sind Integrationskonstanten). 

In jedem Fall wird also 9 0 = 0 für < = oo, d. h. das bewegliche 
System des stromlosen Galvanometers kehrt schließlich in die Ruhe- 
lage zurück. Ist die Dämpfung nur schwach ( a < 1), so führt es mehr 
oder weniger rasch abnehmende Schwingungen von der Dauer 0[y 1 — « s 
aus. 0 ist die Dauer der Eigenschwingung des ungedämpften (o — 0) 
beweglichen Systems. 

Sei nun das äußere ablenkende Drehmoment F nicht gleich Null, 
sondern ebenfalls mit der Zeit veränderlich. Hat man ein partikuläres 
Integral 9, gefunden, welches der Gleichung (1) genügt, so ist 
•9-, + Const. 9 0 das allgemeine Integral, d. h physikalisch gesprochen, 
über die Ablenkung 9,, die von der äußeren Kraft herrührt, lagert 
sich beim Einscbalten die mehr oder weniger gedämpfte Eigenbewegung 
des beweglichen Systems, die nach einer gewissen Zeit praktisch 
verschwindet und nur bei einer etwaigen Diskontinuität von F wieder 
hervortreten kann. Kommt es darauf an, daß 9 0 möglichst rasch ver- 
schwindet, so ist es, wie leicht einzusehen ist, am günstigsten, den 
Dämpfungsgrad so groß zu machen, daß « — 1 ist. 

Die ablenkende Kraft werde nun hervorgebracht durch einen 
Wechselstrom von beliebiger Kurvenform; dann kann man F in einer 
Fouriersehen Reihe dnrstellen: 

16) F = y.F t sm(A'u< - y t ), 

r = i 



wo io das Produkt aus 2ir und Frequenz (Periodenzahl pro Sekunde) 
des Wechselstromes bedeutet. Man findet das Integral : 



(7) 



9, - « y 

‘ C Jmmi l/.'l _ I- 



Ft 



J > (* — t’iy + ia’ÄrU* 



sin (lat - <p k - y k ); 



darin ist zur Abkürzung gesetzt 



( 8 ) 

(9) 



Ä = j (t Dauer einer Wechselstroraperiode) 
2 ak l 
1-iU*' 
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Soll iler Oszillograph richtige Kurvenbilder geben, so müßte F pro- 
portional 0-, sein; abgesehen von einer Konstanten müßten also die 
Reihen (6) und (7) übereinstimmen. Dies ist in aller Strenge nicht 
möglich, vielmehr sind die Teilamplituden der Abbildung im Verhältnis 
i — l : ]/( f— -(- 4a s A s A s verkleinert und die Teilwellen in der 

Phase um y k gegen 
die entsprechenden 
von F verschoben. 

Es handelt sich 

e 

also darum , die 
Bedingungen auf- 
zusuchen , unter 
denen die Verzer- 



rungen möglichst 
gering werden. Zu 
dem Zwecke sind 
in Fig. 1 die Werte 
von f als Funk- 
tionen von (kk) für 
verschiedene Dämp- 
fungsgrade a auf- 
getragen. Wie mau 
sieht, weicht r z. T. 
sehr stark von dem 
gewünschten Wert 
1 ab. Die güns- 
tigsten Resultate 
erhält man für u «» 

] y und Ä* A. <0,1. 

Nun bedeutete 
nach (il (8) das Ver- 
hältnis der Schwin- 
gungsdauer der 
Eigenschwingung 
des ungedämpften 
beweglichen Sys- 
tems zur Perioden- 
daner des aufzuueh- 
tuenden Wechsel- 
stromes. Die Zahl 



-A./t 



Fi/ 1 



Archiv der Mathematik und 1‘hjrnik III. Reihe. XII 



11 



Digitized by Google 





162 



E. Oblicu: 



wird man, da k (die Ordnungszahl der Oberschwingungen) große Werte 
annehmen kann, nur klein wählen dürfen. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß es gelingt, die Frequenz der Eigen- 
schwingungen des beweglichen Systems auf 5000 und mehr zu bringen. 
Hat man es also mit dem in der Praxis am häufigsten vorkommenden 
Wechselstrom von der Frequenz 50 zu tun, so genügt es A = ^ 

zu setzen. 

r 

/ . folgende Tabelle: 



kk t y „ 

0,1 1,000 8,01° 

0,2 1,000 16,42° 

0,3 0,096 25° 

0,4 0,9*7 33,95°. 



Ist also k — so wird die Amplitude bis zur zwanzigsten 

Oberschwiugung bis auf lf ' 10 ihres Wertes genau abgebildet, ist k nur 
— , so beträgt bei der zwanzigsten Oberschwingung der Fehler erst 

l,3°/ 0 . Um den Einfluß von y k beurteilen zu können, hat man zu be- 
denken, daß sämtliche Teilwellen verschoben sind, und die Verschiebung 
in Bruchteilen der Länge der Grundwelle auszudrücken: da nun die 
Grundwelle /. mal so lang ist, als die k'* Oberwelle, so ist zu be- 
rechnen. Das ergibt bei 4 — 

für Ä = 1 5 10 15 20 

£ 0,00450 0,00445 0,00456 0,00463 0,00472 

d. h. sämtliche Teilwellen werden nahezu um den gleichen Betrag ver- 
schoben. Ist z. B. eine Periode der fertig gezeichneten Kurve 100 mm 
lang, so beträgt die Verschiebung der einzelnen Teilwellen: 0,45, 0,45, 
0,46, 0,46, 0,47 mm, d. h. sämtliche Teilwellen sind praktisch um den- 
selben Betrag verschoben: das Kurvenbild erfährt also keine Ver- 
änderung. 

Man kommt demnach zu folgendem Ergebnis: Enthält die auf- 
zunehmende Kurve Diskontinuitäten, so ist die Dämpfung groß (a — 1) 
zu wählen, weil hierdurch die Eigenschwingungen, die sich über das 
Kurvenbild lagern, verschwinden. Sind solche Unstetigkeiten nicht 

vorhanden, so empfiehlt es sich, schwächer zu dämpfen =»"J ' ), um 
die aufzunehmende Kurve möglichst treu abbilden zu könneu. 
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II. Ausführungsformen der Oszillographen. 

Nachdem die allgemeinen Bedingungen, welche die schwingenden 
Systeme der Oszillographen zu erfüllen haben, festgestellt sind, hat 
man nach passenden Konstruktionsformen zu suchen, die diesen Be- 
dingungen genügen. Dazu erinnern wir uns, daß es zwei Formen von 
Galvanometern gibt: die Nadelgalvanometer, bei denen die Stromleiter 
fest sind, und der Magnet beweglich ist, und die Spulengalvanometer, 
bei denen die Stromleiter beweglich und die Magnete fest sind. 

Dementsprechend gibt es zwei Oszillographentypeu: die Ä’ttdel- 
oszilhyrapiieH und die hifilarm Oszillographen. 

Die Nadeloszittngraphm sind von Blondel in verschiedenen Formen 
ausgefiihrt worden. 1 ) Bei den älteren Apparaten (Fig. 2) besteht das 
bewegliche System aus einem 
schmalen Eisenblech M, das 
durch einen permanenten 
Magneten oder einen Elek- 
tromagneten .V S quer- 
magnetisiert wird. Um die 
magnetischen Kraftlinien auf 
das Blech zu konzentrieren, 
sind in die Pole zwei diinne 
trapezförmige Polschuhe DP 
eingesetzt. Das Eisenblech 
endet oben und unten in 
Spitzen, die in Steinen ge- 
lagert sind; auf der Mitte 
des Bleches ist ein winziger 
Spiegel befestigt. Zu beiden 
Seiten der Nadel sind zwei 
Spulen DU' aufgestellt, welche von dem zu untersuchenden Wechsel- 
strom durchflossen werden. Die Pole PP sind in horizontaler liichtung 
unterteilt, weil sonst das von den Spulen DD' erzeugte Wechselfeld 
in den Polen störende Wirbelströme erzeugen würde. 

I uterbrieht man den Kraftlinienweg des Itichtungsmagncten an 
zwei Stellen, so kann man zwei Systeme unterbringen und auf die 
"eise gleichzeitig zwei Kurven aufnehmen (z. B. Strom und Spannung), 
und ihre Lage zueinander studieren. 

Eine wesentliche Vereinfachung und Vervollkommnung des Nadel- 
oszillographen wurde dadurch erzielt, daß Blondel die Nadel durch 

15 Zu beziehen üurch Carpentier, Paris, Rue Jb-lamhre. 

11 * 
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ein schmales 0,2 bis 0,3 nun dickes Eisenhand ersetzte, das durch eine 
Feder zwischen den Polen eines Magneten ausgespannt wird. Der 
zwischen den Polen PP befindliche Teil wird durch zwei Stege be- 
grenzt. Auch bei dieser Anordnung wird das Band quermagnetisiert 
und bildet gewissermaßen eine unendliche Zahl kleiner Magnetnadeln, 
die übereinander angeordnet sind. Die Richtkraft wird nicht nur von 
dem starken magnetischen Felde geliefert, in dem das Baud sich be- 
findet, sondern sehr erheblich von der Torsion, die ihrerseits von der 
Zugspannung des Bandes abhängt. Mit dieser Type ist es Blond el 
gelungen, die Frequenz der Eigenschwingungen des beweglichen Systems 
auf 50000 zu steigern. 

Zu einer getreuen Abbildung gehört aber auch, wie oben aus- 
einandergesetzt, eine Dämpfung von ganz bestimmter Größe. Zu dem 
Zweck ist das bewegliche System in ein mit 01 gefülltes Röhrchen 
gesetzt. Vaselinöl genügt für alle Fälle, wo es sich nicht um sehr 
rapide Stromänderungen handelt; Ricinusöl bei gewöhnlicher Tempera- 
tur dämpft etwas zu stark. Eine Regulierung der Dämpfung kann 
man durch Andern der Oltemperatur oder durch Mischen zweier Oie 
bewirken. 

Die Nadeloszillographen haben gegenüber den bifilaren den nicht 
zu unterschätzenden Vorteil, daß sie auch einer gröberen Behandlung 
standhalten; selbst größere Strom Überlastungen schaden ihnen nichts; 
dem steht gegenüber, daß sie unempfindlicher sind als die bifilaren. 
Bei einer Eigenfrequenz 6000 und einem Spuleuwiderstand von 3 Ohm 
sind etwa 0,3 Ampere erforderlich, um brauchbare Kurven zu erhalten. 
Außerdem kann durch die Selbstinduktion der ablenkeuden Spule eine 
Verzerrung der aufzunehmenden Kurve eintreten. Dies ist namentlich 
zu befürchten, wenn der Apparat zur Aufnahme einer Stromkurve im 
Nebenschluß zu einem Abzweigwiderstand gebraucht werden soll. 

Bifilare Oszillographen. Um die Eigenfrequenz der beweglichen 
Spule möglichst groß zu machen, muß ihre Richtkraft möglichst groß, 
ihr Trägheitsmoment möglichst klein werden. Man erreicht dies am 
einfachsten dadurch, daß man die Spule durch eine bifilare Schleife 
ersetzt, bestehend aus zwei einander parallelen, dicht nebeneinander 
gespannten Stromleitern (Blondel). Quer über die Mitte beider Bänder 
ist ein kleiner Spiegel geklebt. Der Spiegel m (Fig. 3) läßt sich am 
besten befestigen, wenn man an Stelle runder Drähte schmale Bänder bb 
nimmt (Duddell), die durch eine Rolle A“ gleichmäßig gespannt 
werden und durch den Klotz L derart geführt werden, daß ihre Hachen 
Seiten in einer Ebene liegen. Um eine genügende Stromempfindlich- 
keit zu erzielen muß die Bifilarschleife in ein möglichst starkes mag- 



Digitized by Google 




Aufnahme von Wechselstromkurven durch Oszillographen u. ihre Analyse. 165 

fletiäches Feld gebracht werden. Man bringt deshalb dus bewegliche 
Erstem in den Luftraum eines kräftigen Elektromagneten, dessen 
Pole „Y S zugeschärft werden, um die Kraftlinien auf die Bänder zu 
konzentrieren. 

Sollen gleichzeitig mehrere Kurven aufgenommen werden, so wird auch 
hier der Kraftlinienweg durch mehrere Luftzwischenräume unterbrochen, 
in welche die Systeme eingesetzt werden. Die 
Dämpfung wird genau ebenso wie bei den 
N'adeloszillographen durch Ul bewerkstelligt. 

Die bifilaren Oszillographen haben 
gegenüber den Nadeloszillogmphen den 
Vorteil, daß sie praktisch induktionslos 
sind und eine größere Empfindlichkeit 
besitzen. Sie können sehr gut im Neben- 
schluß gebraucht werden. Demgegenüber 
sind sie viel leichter Beschädigungen aus- 
gesetzt. Eine Stromüberlastung hat ein 
Reißen der Bänder und in der Hegel damit 
einen Verlust des Spiegelchens zur Folge; 
letzterer wird schon durch ein ungleich- 
mäßiges Anspannen der beiden Bänder ge- 
fährdet Das Einziehen neuer Bänder er- 
fordertziemliche Übung und Geschicklichkeit. 

Die Richtkraft des aus Bändern bestehenden beweglichen Systems 

wird nicht nur durch die geradlinig hin- und herschwingende Be- 

wegung, sondern auch wesentlich durch die Torsion der Bänder ver- 
ursacht. 

Mit Aluminiumbändern von 10 bis 15 mm Länge erzielte Blondei 
Eigenschwingungen von 100* M.t bis 15000 pro Sekunde und eine 

Empfindlichkeit von 4 cm für 0,1 Ampere bei \ m Skalenabstand. 

Dabei hatte der Spiegel eine Fläche von 1,5 x 0,5 mm und war 
0,1 bis 0,2 mm dick. 

Die Eigenfrequenz der Apparate von Siemens und Halske 
(Fig. 4i, ist normalerweise 6000 pro Sekunde. 0,1 Amp. geben bei 0,5 m 
Skalenabstand etwa 4 bis 5 cm Ausschlag. Wird die Eigenfrequenz 
auf 4000 in der Sekunde erniedrigt, so wird die Empfindlichkeit etwa 
zehnmal so groß. 

Eine gewisse Schwierigkeit bildet bei den winzigen Spiegeln, die 
angewandt werden müssen, die Optik der Oszillographen. Ein wesent- 
liches Moment bildet dabei die von Boys eingeführte Zylinderlinse, 

jetzt allgemein verwandt wird. Als Lichtquelle wird eine Bogen- 
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lampe benutzt, die zweckmäßig etwas schräg aufgestellt wird, damit 
der helle Krater A (Fig. 5) der positiven Kohle in horizontaler Richtung 
möglichst intensive Strahlen aussenden kann. 




ViK. 4. 



Durch ein Linsensystem oder eine einfache Linse werden die Licht- 
strahlen auf den Oszillographenspiegel M konzentriert, wobei in den 
Strahlengang ein vertikaler Schlitz S eingeschaltet ist. Hält man in 
den reflektierten Strahlengang ein Papier, so erblickt man eine schmale 
vertikale Lichtlinie. Diese wird durch die Zylinderlinse Z in einen 




Fis. 5 



Punkt P zu sam mengezogen ; Z ist so gestellt, daß S und P konjugierte 
Punkte der Linse bilden. Oszilliert M um eine vertikale Achse,- so 
schwingt P in horizontaler Richtung hin und her. Auf einem in P 
angebrachten Schirm erblickt man daher bei stromdurchflossenem 
Oszillograph eine helle Linie. 

Um nun die Kurve selbst sichtbar zu machen, hat mau dem 
schwingenden Lichtstrahl senkrecht zur Schwingungsrichtung eine zweite 
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Bewegung proportional der Zeit zu erteilen. Dies geschieht am ein- 
fachsten dadurch, daß man den schwingenden Lichtstrahl im rotierenden 
Spiegel betrachtet, wobei die Achse dieses Spiegels parallel zur 
Schwingungsrichtung des Strahles verlaufen muß. 

Treibt man den Spiegel durch einen passenden Synchronmotor an, 
so kann man auf einer Mattscheibe das Bild der Kurve erblicken 
(Blondel, Duddell). Störend wirkt dabei zuweilen das Pendeln des 
Synchronmotors. 

Die Kurven können photographiert werden, wenn man die Matt- 
scheibe durch eine photographische Kassette ersetzt. Hat man Pendeln 
des Synchronmotors zu befürchten, so muß durch einen geeigneten 
Kontakt Vorsorge getroffen werden, daß nur während einer Welle 
die Platte den Lichtstrahlen ausgesetzt wird. Oder man verwendet 
statt rotierenden Spiegels und Synchronmotors in bekannter Weise eine 
fallende photographische Platte. 

(Fortsetzung folgt.) 
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John Edward Campbell. Introductory treatiae on Lie's theory of 
finite continuous transformation groups. XX, 416 S. Oxford 1903, 
at the Clarendon Press. 

Lies „Theorie der Transformationsgruppen“, in drei Bünden, bearbeitet 
von Engel, gibt eine abstrakte Theorie der endlichen kontinuierlichen 
Gruppen, in der alles das zu einem monumentalen Bau zusammengetragen 
worden ist, was Lie im Laufe von Jahrzehnten geschaffen hatte. Dabei 
traten didaktische oder pädagogische Rücksichten vollkommen in den Hinter- 
grund. Lie selbst erkannte, daß das große Hauptwerk doch immer noch 
eine Lücke lassen würde, daß nämlich der Wunsch nach elementaren und 
weniger umfangreichen Einführungen in seine Disziplin bestehen bleiben 
würde. Aus dieser Erkenntnis entsprang der Entschluß zur Herausgabe 
zweier Werke, die während der Drucklegung der „Theorie der Transforma- 
tionsgruppeu“ vom Rezensenten für Lie ausgearbeitet wurden. Eine ähn- 
liche Tendenz wie das zweite dieser Bücher, die „Vorlesungen über konti- 
nuierliche Gruppen“ (1893), verfolgt Campbell; und daher darf es wohl 
dem Rezensenten gestattet sein, zunächst auf jene Hauptpunkte hinzuweisen, 
in denen diese beiden Einleitungen erheblich voneinander abweichen. 

Vor allem ist das Campbellsebe Werk äußerlich gerade halb so um- 
fangreich, gewiß ein empfehlender Umstand. Zweitens enthält es alle wesent- 
lichen Teile der Lieschen Theorie in genügender Ausdehnung, abgesehen 
nur von jenen Untersuchungen, die sich auf die Bestimmung der Typen von 
Zusammensetzungen von Gruppen beziehen: so z. B. auch die Theorie der 
Berührungstransformationen, die in dem Buche des Rezensenten beiseite ge- 
lassen wurde, weil ihnen ein anderer, später erschienener Band gewidmet 
werden sollte. Das Campbellsche Buch birgt überhaupt eine außerordent- 
liche Stofffülle in sich; und der Rezensent darf, wenn er auch nicht jede 
Seite davon gelesen hat, sein Urteil dahin zusammenfassen, daß die Liesehe 
Theorie eine exakte und angemessene Wiedergabe gefunden hat, und daß das 
Campbellsche Buch in hohem Maße dazu geeignet ist, schnell über den 
weiten Umfang der Lieschen Gruppeutheorie zn orientieren. So sehr dies 
unumwunden anzuerkennen ist, muß doch betont werden, daß dieser Vorzug 
notwendig einen Übelstand nach sich zieht: Das Buch ist außerordentlich 
knapp geschrieben, und der Leser, der die Lieschen Untersuchungen erst 
ans ihm kennen lernen will und unter dem wir uns einen Studenten in älteren 
Semestern vorstellen, hat gewiß keine leichte Arbeit. Rezensent hatte, wenn 
ein Gleichnis gebraucht werden darf, eine breite, sanft ansteigende Fahr- 
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Straße eingeschlagen; Campbell jedoch schlügt von vornherein steile Fußpfade 
ein, die jenen sicherlich viele langweilenden bequemen Weg bedeutend ab- 
kiirzen. Wer aber wollte bestreiten, daß gar mancher Tourist, der marsch- 
tüchtig genug ist, diese mühevollen, aber kürzeren Pfade vorzieht, zumal er 
dabei noch dadurch belohnt wird, daß er mehr zu sehen bekommt als auf 
jenem glatten Wege, der manchen lohnenden Aussichtspunkt beiseite ge- 
lassen hat? 

Nachdem sich Rezensent erlaubt hat, das Campbellsche Ruch mit 
dem zitierten in Vergleichung zu bringen, sei nun besonders ein charak- 
teristischer Zug des neuen Werkes hervorgehoben. Wenn Campbell im 
Vorworte sagt, daß selbst diejenigen, die mit der Theorie der Transforma- 
tionsgruppen vertraut sind, etwas Neues in der Form finden werden, in der 
die Theorie hier dargeboten wird, so hat er vollkommen recht. Lie hatte 
bei der Abfassung des großen dreibändigen Hauptwerkes von vornherein 
die Absicht, im wesentlichen nur seine eigenen Untersuchungen zu bringen, 
und erst am Schlüsse des dritten Bandes gab er kurze Übersichten über 
gleichzeitige Arbeiten anderer. Nachdem er damit zu seinem guten Rechte 
gekommen war, darf aber heute sehr wohl der Wunsch gehegt werden, die- 
jenigen Bausteine, die von anderen zu seinem Werke herbeigetragen worden 
sind, beim Aufbau mit verwendet zu sehen. So z. B. bedeuten Schurs 
Arbeiten über die Fundamentalsütze der Gruppentheorie eine wesentliche 
Bereicherung. Und deshalb ist es nur anzuerkennen, daß Campbell diese 
Arbeiten bei den Beweisen der Fundamentalsätze, namentlich beim Beweise 
des zweiten, mit berücksichtigt. Da ist es nun recht interessant zu sehen, 
wie der englische Mathematiker, den seiner Heimat vertrauten Operations- 
kalkul in weitem Maße benutzend, eine Reihe der Schurschen Überlegungen 
in ein neues Gewand kleidet. Wir verweisen dabei insbesondere auf das 
vierte Kapitel. Die Formeln werden, wenn sie uns deutschen Mathematikern 
io auch weniger vertraut erscheinen, recht kurz und übersichtlich. Nur 
will es dem Rezensenten scheinen, als oh die Frage, für welche Variabilitäts- 
bereiche die Entwicklungen gelten, etwas genauer hätte untersucht werden 
sollen, selbst wenn inan nicht in funktionentheoretischer Richtung soweit 
gehen will, wie es Schur getan hat und wie es für ein einleitendes Werk 
ja auch nicht wohl am Platze ist. 

Das Werk zerfällt in 25 Kapitel, von denen das erste auf nur 22 Seiten 
die Begriffe; Transformation, Gruppe, endliche kontinuierliche Gruppe, infini- 
tesimale Transformationen der Gruppe, Klammerausdrücke, Isomorphismus, 
Parametergruppen. lineare homogene Gruppen, ausgezeichnete Untergruppen, 
projektive Gruppen usw. bringt. Zu Beginn des zweiten Kapitels über er- 
weiterte Punkttransformationen fällt es auf, daß von der Ausführung von 
Punkttransformationen auf Differentialgleichungen die Rede ist, bevor definiert 
wird, was das heißt. Im 3. Kapitel über die Erzeugung der Gruppe aus 
ihren infinitesimalen Transformationen wird u. a. Engels Beispiel einer end- 
lichen kontinuierlichen Gruppe ohne identische Transformation gebracht, und 
das vierte gibt die Beweise der beiden ersten Fundamentalsütze, wovon schon 
vorhin die Rede war, während das fünfte den Beweis des dritten Fundamental- 
satzes bringt, indem nach Lie dargetan wird, daß man eine Gruppe mit 
der gegebenen Zusammensetzung konstruieren kann. So werden auf nur 
dO Seiten die Grundlagen der gesamten Theorie entwickelt. 
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Das 6., 7. und 8. Kapitel sind der Theorie der Differentialgleichungen 
gewidmet, die Gruppen gestatten. Von besonderer Bedeutung ist das achte, 
in dem es dem Verfasser in sehr anschaulicher Weise gelingt, ausgehend 
vom Beispiele der Iuvariantentheorie der binären Formen, klarzulegen, wie zu 
jeder Gruppe analoge Invariantentheorien gehören, wodurch dann die Ver- 
bindung mit den von Klein in seinem Erlanger Programme in ihren groben 
Zügen skizzierten Ideen hergestellt ist und dem Leser ein Begriff von der 
Bedeutung der Theorie für die gesamte Mathematik, insbesondere für ihre 
Methodik, gegeben wird. 

Die Kapitel vom 9. bis zum 13. gehören wieder enger zusammen: ihr 
Hauptthema ist die Ähnlichkeit und der Isomorphismus von Gruppen 
Svstatische Gruppen nennt Campbell übrigens stationär. 

Wir sind hier etwa bis zur Mitte des Werkes gelangt , und wer das 
Buch bis hierhin studiert hat, wird einen reichlichen und schön abgerundeten 
Abriß von der allgemeinen Theorie der kontinuierlichen Gruppen und ihren 
Anwendungen auf Invariantenprobleme kennen gelernt haben 
. Von der zweiten Hälfte des Werkes berichten wir nur in kürzester 
Form, da die zu gebenden Stich Worte den Kenner genügend orientieren 
werden, l’faffsche Gleichungen, Fuuktionengruppen, Berührungstrausforina- 
tionen und ihre Erweiterungen bilden den Inhalt der Kapitel bis zum 19. 
Das 20. bespricht die Differentialinvarianten unter allgemeinen Gesichtspunkten. 
Der Rest des Buches gibt Anwendungen im engeren Kreise, doch muß be- 
merkt werden, daß schon von Anfang an überall wichtige Beispiele in die 
allgemeinen Entwicklungen eingestreut sind. In den Kapiteln 21 — 24 werden 
die Gruppen von Punkttransformationen der Geraden, der Ebene und des 
Raumes sowie die Gruppen von Berührungstransformationen der Ebene ab- 
gehandelt, während das letzte Kapitel, wie Campbell selbst hervorhebt, im 
wesentlichen eine Bearbeitung von des Rezensenten Darstellung des Zu- 
sammenhanges zwischen höheren komplexen Zahlen und einfach transitiven 
Gruppen in dem oben erwähnten Werke ist. Wir vermissen aber hierin 
den Namen Studvs für den fundamentalen Satz dieser Theorie. 

Mau sieht, daß Campbell im wesentlichen einen Fortschritt vom All- 
gemeinen zum Speziellen liebt, wie es ja auch in Lies großem Hauptwerke 
der Fall ist. Es muß allerdings dabei gesagt werden, daß der Verfasser 
dennoch, wie schon angedeutet, überall erläuternde Beispiele einstreut. Ob 
man den Weg vom Allgemeinen zum Speziellen oder umgekehrt vorzieht, 
ist ja Geschmacksache, und wenn man gereiftere Leser für ein Buch voraus- 
setzt, ist der erstere unbedenklich. Dennoch sei es erlaubt, die Meinung 
auszudrücken, daß dem Rezensenten der umgekehrte Weg für eine Einführung 
besser geeignet erscheint, wenn er auch den Nachteil hat, daß dem Leser 
die Haupttheoreme erst viel später vollkommen geboten werden können. 
Die Art des Campbel Ischen Vorganges jedoch wird insbesondere solchen 
Fachmathematikern sympathischer sein, die einen schnellen Eingang in die 
Lieschen Theorien gewinnen wollen. Wir dürfen daher das Werk ganz 
besonders den älteren Mathematikern hierfür empfehlen. 

Der Druck ist mit der nötigen Sorgfalt überwacht, ein ausführliches 
Sachregister beschließt den Band. 

Darmstadt. G. Sciieffeks. 
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L. Heffter und C. Köhler. Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Bd. I. XVI, 52t> S. gr. 8°. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Mit diesem Werke legen die Herren Verfasser der mathematischen 
Welt den ersten Teil eines durchaus modernen Lehrbuches der analytischen 
Geometrie vor, denn es entwickelt diese Disziplin nach den Grundsätzen, 
die uns heute nach Cayley und F. Klein als die einzig richtigen erscheinen 
müssen. Nach Herrn F. Klein haben wir nämlich bei systematischen geo- 
metrischen Forschungen vom Begriffe der Transformationsgruppe auszugehen; 
jeder Gruppe von Transformationen, die sich auf irgendwelche Raumelemente 
beziehen, entspricht eine besondere Art der Geometrie, diejenige Geometrie 
nämlich, die nur mit solchen Begriffen arbeitet, welche gegenüber allen 
Transformationen der Gruppe invariant sind. Für unser Buch kommen nur 
die Gruppe der projektiven Transformationen und ihre geometrisch wichtigsten 
Untergruppen, die der affinen und der äipiiformen oder Ähnlichkeitstrans- 
format innen, in Betracht. Wir treiben dementsprechend, indem wir von der 
Hauptgruppe zu den Untergruppen vorschreiten, nacheinander projektive, affine 
und dipiiforme Geometrie , wobei wir gauz im Einklang mit Cayley die 
sogenannten metrischen Begriffe der affinen und üf|uiformen Geometrie durch- 
weg als mit Hilfe der unendlicbfernen Raumelemente spezialisierte projektive 
Begriffe erhalten. 

Schon dieses Wenige dürfte zur Genüge zeigen, wie sehr sich unser 
Buch von den üblichen Lehrbüchern der analytischen Geometrie unterscheidet. 
Ion vorn herein herrscht ein fester Plan, nach dem das Lehrgebäude auf* 
gt führt wird, nichts erscheint willkürlich in der Anordnung des Stoffes, 
sondern jedem Gegenstand ist eine bestimmte Stelle zugewiesen, an der er 
zuerst behandelt werden kann. Durch systematisches Spezialisieren von pro- 
jektiven Sätzen werdeu wir die affine und äquiforme Geometrie mit neuen 
Sitzen bereichern; tritt uns umgekehrt ein Satz entgegen, so werden wir 
daran gewöhnt zu fragen, welcher Geometrie er angehört; ist es ein affiner 
oder äquiformer Satz, so werden wir weiter fragen, ob er sich projektiv ver- 
allgemeinern läßt, und so zu neuen projektiven Sätzen gelangen können. 
Wir dürfen daher nicht nur das von den Veriassern befolgte Prinzip mit 
diesen als „ordnend und klärend“ bezeichnen, sondern auch ihre Methode 
eine fruchtbare und ungemein anregende nennen. 

Sehen wir jetzt zu, wie das Lehrgebäude der Geometrie nach dem eben 
in den Grundzügen entworfenen Plane im Euklidischen Raume aufgeführt 
wird. Die Bausteine bilden, wie iu der Einleitung ausgeführt wird, die 
einfachsten Raumelemente: der Punkt, die Gerade und die Ebene; ver- 
bunden werden sie durch die drei elementaren Beziehungen der Inzidenz, 
der Parallelität und der Orthogonalität, die durch Einführung der 
unendlich fernen (uneigentlichenj Raumelemente und der orthogonalen 
i'aarung von Punkten und Geraden der uneigeutlicheu Ebene sämtlich als 
Inzidenzbeziehungen aufgefaßt werden können. 

Nachdem hierauf die Teilgebiete des Raumes, die Grundgebilde I. 
und II. Stufe definiert wurden — der Raum selbst erscheint als Grund- 
gebilde III. Stufe — , kann eine Klassifikation der Geometrie nach den 
benutzten Gebieten erfolgen; wir haben diesen entsprechend die Geometrie 
in den Grundgebilden 1., 11. und III. Stufe zu unterscheiden. 
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Nicht nur im Raume, sondern auch in jedem seiner Teilgebiete klassi- 
fizieren wir dann weiter die Geometrie nach den Beziehungen zwischen den 
Elementen in folgender Weise. Die ein-eindeutigen Transformationen eines 
Grundgebildes II. und III. Stufe, die jedes Element in ein gleichartiges über- 
führen und hei denen alle Inzidenzen erhalten bleiben, werden als die all- 
gemeinsten aufgefaßt, denen eine Figur unterliegen kann, und als kollineare 
Transformationen des Grundgebildes bezeichnet. Jede kollineare Trans- 
formation des Gesamtraunies hat also eine solche eines jeden in ihm ent- 
haltenen Grundgebildes II. Stufe zur Folge und bewirkt auch eine Trans- 
formation jedes Grundgebildes I. Stufe, das in ihm enthalten ist, in ein 
gleichartiges. Man nennt sie ebenfalls eine kollineare Transformation. 
Projektive Grundgehilde I. und II. Stufe von gleicher Art sind kollinear; 
daß auch das Umgekehrte gilt, wird an späterer Stelle dargetan, schon jetzt 
aber werden die kollinearen Transformationen, und zwar auch die des 
Raumes, als projektive bezeichnet. 

Alle projektiven Transformationen des Raumes bilden eine Gruppe: die 
projektive Gruppe des Raumes; diejenigen Transformationen dieser Gruppe, 
welche jedes uueigentliche Element in ein ebensolches überführen, bilden die 
affine Untergruppe der projektiven Gruppe; die affine Gruppe besitzt 
wieder als Untergruppe die äq ui form e Gruppe, deren Transformationen 
jedes orthogonale Elementenpnar in ein eben solches überführen, sodaß also 
bei ihnen die orthogonale Paarung in der uneigentlichen Ebene erhalten 
bleibt. Ganz, analog werden die projektive Gruppe und ihre Untergruppen 
für die Grundgebilde I. und II. Stufe definiert. Dabei ist zu beachten, daß 
hei folgenden sechs Grundgebilden: dem eigentlichen Strahl- und Ebcnen- 
büschel und Bündel, der uneigentlichen Punktreihe, dem uneigentlichen 
Strahlbüschel 1 ) und Felde (der uneigentlichen Ebene) sich die affinen Trans- 
formationen von den projektiven offenbar nur dadurch unterscheiden, daß 
bei ihnen die Träger eigentliche bezw. uneigmtliche bleiben. In der eigent- 
lichen Punktreihe, dem Parallel- Strahl- und Ehenenbüsehel hingegen sind 
die affinen und äquiformen Transformationen identisch. 

Der Inbegriff’ der Beziehungen zwischen den Elementen eines Grnnd- 
gebildes, die bei allen Transformationen der projektiven, affinen, äquiformen 
Gruppe erhalten bleiben, heißt bezw. die projektive, affine, äquiforme 
Geometrie.*) Durch einen höchst interessanten, später noch oft angewandten 
Schluß wird daun nachgewiesen, daß jede projektive Beziehung zwischen 
den Elementen eines Grundgebildes II. oder III. Stufe sich lediglich auf 
die elementare Beziehung der Inzidenz, jede affine sich lediglich auf die 
beiden elementaren Beziehungen der Inzidenz und Parallelität, und jede 
äquiforme Beziehung endlich sich allein auf die Elementarbeziehungen der 
Inzidenz, Parallelität und Orthogonalität zurftckffihren läßt. Hierdurch sind 
wir zu einer pusitivm Charakterisierung des Inhalts der verschiedenen Geo- 
metrien in den Grundgebilden II. und III. Stufe gelangt, für die Grnnd- 
gebilde I. Stufe besitzen wir aber eine solche vorläufig noch nicht. 

Für die oben iin Zusammenhang erwähnten sechs Grundgebilde I. und 

1) Diese Grundgehilde haben uueigentliche Träger. 

2) Der Gruppe der kongruenten Transformationen, die wieder eine Unter- 
gruppe der äquiformen Gruppe vorstellt, entspräche die Kongruenz-Geometrie, 
die jedoch für die Grundgehilde I. u. 11. Stufe kein Interesse bietet. 
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II. Stufe sind nach dem dort Gesagten die projektive und affine Geometrie, 
für die drei anderen daselbst genannten Grundgebilde I. Stufe die affine 
und äquiforme Geometrie identisch. 

Jede projektive räumliche Beziehung ist zugleich eine affine und äqui- 
forme, jede affine zugleich eine äquil'orme; aber nicht umgekehrt. Der Teil 
der affinen Geometrie, der nicht projektiv ist, wird als Parallelmetrik, 
derjenige der üquiformen Geometrie, der nicht affin ist, als Orthogonal- 
metrik bezeichnet. Parallelität und Orthogonalität lassen sich aber, wie 
oben hervorgehoben wurde, als Iuzidenzbeziehungen auffassen. Wir können 
daher sagen, daB sich die projektive Geometrie des Raumes um die Paral- 
lelmetrik zur affinen, diese sich um die Orthogonalmetrik zur äquifonnen 
Geometrie erweihri , wenn die uneigentliche Ebene, bezw. wenn die ortho- 
gonale Paarung in ihr ausgezeichnet wird. Analoges gilt mutatis mutandis 
von den übrigen Grundgebilden. 

Wir haben vorstehend versucht, einen Einblick in den Inhalt der rein 
synthetischen Einleitung (S. 1 — 23) zu geben. Man dürfte wohl erkennen, 
daß diese -einen integrierenden Bestandteil des Buches ausmacht, dali also 
zu seinem vollen Verständnis unbedingt das der Einleitung erforderlich ist. 
Das Studium dieser grundlegenden Entwicklungen mit ihren abstrakten De- 
finitionen, schwierigen Schlüssen und mit einer Fülle neuer Begriffe und 
ungewohnter Vorstellungen muß aber dem jüngeren Leser, der doch nach 
dem Vorwort und den zahlreichen, sehr geschickt gewühlten Übungsaufgaben 
des Hauptteils auch in Betracht kommt, ganz erhebliche Schwierigkeiten 
machen und eine Ermüdung schon zu anfang herbeiführen. Das haben die 
Herren Verfasser wohl auch selbst gefühlt, wie aus einer Anmerkung S. 25 
hervorgeht, aber es erscheint sehr schwierig, wenn nicht unmöglich zu sein, 
diesen pädagogischen Nachteil zu beseitigen, wenn man nach den eingangs 
entwickelten Prinzipien die analytische Geometrie aufbauen und nicht auch 
analytisch gleich vom Raume ausgehen will. Jedenfalls wird dem jüngeren 
Leser ein gewisser Vorrat an Kenntnissen in der synthetischen Geometrie 
das Studium des Buchs wesentlich erleichtern. Der Artikel 3 der Einleitung 
bedarf unseres Erachtens einer sorgfältigen Revision. Hier wird, um nur 
eins hervorzuheben, öfters von zwei „nicht identischen" Geraden gesprochen. 
Man darf daher, wenn von zwei Geraden schlechthin die Rede ist, auch an- 
nehmen, daß sie identisch sind (zusammenfallen). Nun haben aber zwei 
identische Gerade nicht nur alle eigentlichen, sondern wegen I») und In) 
S. 3 auch alle uneigentlichen Punkte gemein. Würden wir daher zwei 
identische Gerade — uns streng an die Definition zu Anfang von Art. 3 
haltend — als nicht parallel bezeichnen, so würde der 3. Satz auf S. 4 zu 
einem Widerspruch führen. Wir haben deshalb S. 3 die Erklärung abzugeben, 
daß zwei identische eigentliche Gerade als parallel anzusehen sind, eine Er- 
klärung, die die Verfasser bei dem — übrigens nur scheinbar direkten — 
Beweise des 3. Satzes S. 4 stillschweigend als abgegeben voraussetzen. 
Jetzt erst sind die Aussprüche S. 3 „zwei eigentliche Gerade sind parallel“ 
und „zwei eigentliche Gerade haben einen uneigentlichen Punkt gemein“ 
völlig gleichwertig. Es folgt sofort: nicht parallele Gerade haben vonein- 
ander verschiedene uneigentliche Punkte, gleichgültig ob es einen oder mehr 
als einen uneigentlichen Punkt auf einer eigentlichen Geraden gibt; der 
3. Satz auf S. 4 gehört mithin schon vor Satz II auf S. 3. 
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Die von den Verfassern aufgestellten Definitionen der verschiedener* 
Geometrien (8. 16) können uns ferner durchaus nicht befriedigen , denn sie 
geben wohl eine Klassifikation der Beziehungen zwischen den Elemente n 
eines Grnndgebildes, aber nicht eine Klassifikation der Lehrsätze. Man 
könnte, um die Definitionen zu halten, vielleicht sagen, daß jeder Lehrsatz 
aus Beziehungen '11 Beziehungen 33 folgere, also gewissermaßen ein Komplex 
von Beziehungen vorstelle und somit nach jenen Definitionen klassifiziert 
werden könne. Dem gegenüber aber ist zu bemerken, daß ein Lehrsatz 
wohl immer aus einer Beziehung ?( eine Beziehung 33 folgert, daß aber 9t 
und 33 nicht immer Beziehungen zwischen den Elementen , wohl aber immer 
Beziehungen zwischen Begriffen vorstellen. Sind z. B. A. B, C, D vier be- 
liebige Punkte einer Geraden, so ist durch die drei Abstandsverhältnisse 

A / c ~ (-4. BC) (BC, .4), (A. CD), (A, DB) 

eine Beziehung 3t zwischen den 4 Punkten .4, B, C, D gegeben; aus dieser 
folgt die Beziehung 33: 

(A. B(J)(A, CD)(A. DB) - 1. 

Diese Beziehung 33 ist aber eine Beziehung zwischen Abstand? verh äUn issen 
und keine Beziehung zwischen den Punkten A, B, C, D Denn eine Be- 
ziehung zwischen den Elementen eines Grundgebildes kann — analytisch 
gesprochen — nur durch eine oder mehrere nicht identische Gleichungen 
zwischen den Koordinaten der Elemente gegeben sein. Wir würden, um 
unseren Standpunkt kurz zu präzisieren, etwa so Vorgehen 1 ): 

Die Elemente eines Grundgebildes können wir als geometrische Grund- 
begriffe bezeichnen. Indem wir die Elemente eines Grundgebildes — unter 
Zuhilfenahme des Zahlenbegriffes — miteinander in Beziehung setzen, ge- 
langen wir zu neuen geometrischen Begriffen, die wir als abgeleitete Begriffe 
bezeichnen können. Ein geometrischer Begriff heißt ein projektiver, affiner, 
äquifortner Begriff, wenn er bei allen Transformationen der projektiven, 
affinen, ilquiformen Gruppe ungeändert bleibt. Diejenigen Eigenschaften 
einer Figur, die durch projektive, affine, tlquiforme Begriffe allein beschrieben 
werden können, heißen projektive, affine, äquiforme Eigenschaften der Figur. 
Formeln, die solche Eigenschaften analytisch darstellen, werden projektive 
usw. Formeln genannt. Ein geometrischer Lehrsatz, in dem ausschließlich 
projektive, affine, iiquiforme Begriffe auftreten, heißt ein projektiver, affiner, 
äquiformer Lehrsatz. Ein solcher Lehrsatz folgert aus projektiven usw. 
Eigenschaften einer Figur andere ebensolche Eigenschaften. — Der Teil der 
Geometrie, der nur projektive, affine, äquiforme Lehrsätze enthält, heißt die 
projekt i re, affine, äquiforme Geometrie. Man kann die projektive usw. Geo- 
metrie auch als die Lehre vou den projektiven usw. Eigenschaften der 
Figuren bezeichnen. — Affine (äquiforme) Begriffe, Formeln, Lehrsätze, die 
nicht projektiv (affin) sind, heißen parallelmetrische (orthogonalmetrische) 
Begriffe, Formeln und Sätze. Der Teil der affinen (äquiformen) Geometrie, 

1 Man vergleiche zum folgenden: M Pasch: Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie, Leipzig 1882, S. 74f. und des Kef. Grundlagen für die geom. Anw. der In- 
variantentheone, Leipzig 1895, S. 76f. und S 121. 
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der nur parallelmetrische (orthogonalmetrische) Sätze enthält, beißt die 
Pnrnllelmelrik ( Orthogonalmetrik ). 

Der Hauptteil unseres Buches beschäftigt sich zunächst mit der projek- 
tiven Geometrie in i Irr eigentlichen Punktreihe\ wir lernen hier zuerst die 
Messung einer absoluten Strecke durch eine andere und die Multiplikation 
einer absoluten Strecke mit einer absoluten Zahl kennen. Will mau diese 
Dinge nicht überhaupt als bekannt voraussetzen, so sollten sie auch wirk- 
lich vollständig vorgetragen werden, und Ref. hätte es gern gesehen, wenn 
dies geschehen, wenn also insbesondere ausführlich dargelegt worden wäre, 
wie auf Grund des Dedekindschen Stetigkeitsaxioms, auf das nur in einer 
Anmerkung hingewiesen wird, die erwähnte Multiplikation ausgeführt werden 
kann. — Nunmehr können das Abstandsverhältnis (AV) eines Punktes 
in bezug auf zwei beliebige Punkte, die Abszissen als besondere AVe und 
weiterhin der uneigentliche Punkt der Reihe mit der Abszisse ao, sowie 
die imaginären Punkte eingeführt werden. Es wird bei solchen grundlegenden 
Betrachtungen stets mit sehr anerkennungswerter Strenge verfahren, wie 
z. B. das Imaginäre hier und späterhin mit besonderer Sorgfalt behandelt 
wird. Wenn aber die Verfasser den uneigentlichen (unendlich fernen reellen 
oder imaginären) Punkten des Raumes olle übrigen Punkte, also auch die 
übrigen imaginären Punkte, als eigentliche gegenüberstellen, so kann Ref. 
«lies nicht billigen. Denn von einem imaginären eigentlichen Punkte zu 
sprechen, erscheint doch als eine Vergewaltigung des Begriffes „eigentlich“. 
Für ganz überflüssig halten wir ferner die Neueinführung: „aggregiert ima- 
ginäre“ statt „konjugiert imaginäre Punkte“, weil eine Verwechslung von 
konjugiert imaginären Punkten mit Punkten, die in bezug auf ein Gebilde 
U. Ordnung konjugiert sind, durch das — ohnehin fast nie fehlende — 
Wort „imaginär“ völlig ausgeschlossen werden kann (S. 24 — 35). 

Das Doppelverhältnis (DV) 1 ) eines Punktwurfes A. B, C, T) 
wird durch (A BCD) = definiert, erscheint sonach als Verhältnis 

zweier AVe. Es ist eine absolute Invariante der projektiven Gruppe, und 
zwar eine charakteristische , weil eine ein-eindeutige Zuordnung zweier Punkt- 
reihen, bei der jedem Wurf der einen ein Wurt der anderen von gleichem 
DV entspricht, eine projektive ist. Daraus ergibt sich nach dem in der 
Einleitung erwähnten Schlüsse die wichtige Tatsache, daß jede projektive 
Beziehung zwischen den Punkten einer Punktreihe sich lediglich auf Be- 
ziehungen zurückführen läßt, die durch die Werte von DVen auszudrücken 
find. Damit sind wir zu der oben in Aussicht gestellten positiven 
Charakterisierung der projektiven Geometrie in der Geraden gelangt, und 
zwar auch von unserem Standpunkt aus Denn nach dem vorhin Gesagten 
kann jeder projektive Satz in der Geraden so abgefaßt werden, daß er nur 
Aussagen über die DVe von Punkwürfen macht. — Hieran schließen sich 
der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, die DV-Koordinaten, die 
als naturgemäße Koordinaten der projektiven Geometrie uachgewiesen werden, 
and endlich die Formeln für die Transformation der DV-Koordinaten, die 



1. Diese vom Ref. nach einem Vorschlag des Herrn Pasch eingefiihrtc, sehr 
l’ndtti sehe Abkürzung haben die Herren Verfasser erfreulicherweise adoptiert und 
weitere analoge Kürzungen eingeführt. 
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zugleich den analytischen Ausdruck für die projektive Verwandtschaft selbst 
vorstellen (S. 35 — 53). 

Zeichnen wir den uneigentlichen Punkt U der Geraden aus, so er- 
weitert sich die projektive Geometrie zur affinen. Das spezielle DV (.4 ÜBC ), 
das AV von A in bezug auf B und C, ist eine absolute iharakteristischt 
Invariante der affinen Gruppe, woraus dann wieder folgt, daß jede afliue 
Beziehung sich hier auf Beziehungen zurückführen laßt, die durch die Werte 
von AVen auszudrfleken sind. Alle affinen Formeln und Sätze gehen aus 
projektiven einfach durch Spezialisieren hervor (8. 59 — 07). 

Die binären, später die ternären quadratischen Formen sind geeignete 
Objekte, um nach Entwicklung der Grundlagen weiterhin in den einzelnen 
Grundgebilden projektive, affine und äquiforme Geometrie zu treiben. In 
der Geraden zunächst führt die binäre quadratische Form zur projektiven 
und affinen Einteilung der Punktepaare und der durch sie bestimmten In- 
volutionen. Es bietet sich dabei die Gelegenheit, hier, wo die Verhältnisse 
sehr einfach liegen, die Methoden vorzubereiten, die später bei den ternären 
quadratischen Formen zur Anwendung kommen (S. 68 — 91). 

Im folgenden wird dann gezeigt, daß die projektive Geometrie in dm 
eigentlichen Büscheln aus der in der eigentlichen Geraden einfach dadurch 
erhalten wird, daß man „Strahl" bezw. „Ebene“ statt „Punkt“ setzt. Diese 
Geometrie in den Büscheln erweitert sich um die Orthogonalmetrik zur 
äqui formen Geometrie dadurch, daß man die besondere Involution, bei der 
orthogonale Elemente gepaart sind, oder was dasselbe ist, die konjugiert 
imaginären Doppelelemente dieser Involution — das absolute Elemente- 
paar — auszeichnet. Ist das Element a zu a senkrecht luln), so wird 
das spezielle DV 

(aiib c) = (a, bc ) = ( bc , a ) 

als Richtungsverhältnis (RV) des Elementes « in bezug auf b und c 
bezeichnet und als charakteristische absolute Invariante der äquiformen 
Gruppe nachgewiesen. Ein spezielles RV wieder ist die goniometrische 
Tangente oder der Tangens wert eines Elementepaares. Bei einer äqui- 
formen Transformation bleibt der Tangenswert — vom Vorzeichen abgesehen 
— ungeündert. Äquiforme Büschel sind mithin ähnlich bezw. kongruent. 
Außer der schon erwähnten absoluten Involution ist von den orthogonal- 
metrisch ausgezeichneten Involutionen für spätere Partien des Buches noch 
die gleichseitig hyperbolische Involution — mit reellen, orthogonalen Doppel- 
elementen — besonders wichtig (S. 92 — 116). 

Die Geometrie im Parallel- Strahl- oder Ebenenbüschel und in den 
uneigentlichen Gebilden I. Stufe läßt sich stets auf die Geometrie in einem 
eigentlichen Grundgebilde I. Stufe zurückführeu. So deckt sieh z. B. die 
Geometrie in der uneigentlichen Punktreihe vollständig mit der im eigent- 
lichen Büschel. Die konjugiert imaginären Doppelpunkte der hier auftretenden 
orthogonalen Involution — das absolute Punktepaar der uneigentlicben 
Geraden — spielen bekanntlich in der ebenen Geometrie eine wichtige 
Rolle (S. 116 — 118). 

Tn der Ebene ist das DV eines Punkt-Geraden- Wurfes 
(PQgh) 3= ( VQGH ) = ( pqgh ), 
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wo der Strahlenwurf p, q , g, h perspektiv zum Punktwurf P, Q, G, H liegt, 
eine charakteristische absolut/ Invariante der projektiven Gruppe, also jeder 
abgeleitete projektive Begriff auf den Begriff des DVes eines Punkt-Geraden- 
Wurfes lurückführbar. Nach Einführung der DV-Koordinaten folgen die 
Transformation dieser Koordinaten, das Dualitätsgesetz und eine Reihe pro- 
jektiver Sätze über Punkte und Gerade. Das vollständige Viereck wird 
mit Rücksicht auf das Kegelschnittbüschel sehr eingehend behandelt, wobei 
sich eine Reihe schöner Sätze Uber den Charakter der durch ein solches 
Viereck auf den Geraden seiner Ebene erzeugten Involutionen ergibt 
(8.119—173). 

Nunmehr kann auch eine noch bestehende Lücke ausgefüllt werden. 
Man kann nämlich auf Grund der harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Yierseits nachweisen, daß jede kollineare Transfonnation der Ebene 
eine projektive ist, daß also in der Tat kollineare und projektive Trans- 
formation der Ebene, projektive Geometrie und Inzidenzgeometrie hier iden- 
tische Begriffe sind. Danach muß sich z. B. der Begriff „DV“ lediglich 
auf den Begriff der Inzidenz zurückführen lassen. Innerhalb der Grenzen, 
die sich die Herren Verfasser gesteckt haben, ist der direkte Nachweis hier- 
für nicht erbringlich, aber es sollte wenigstens im Interesse des Anfängers 
eine größere erläuternde Anmerkung angebracht werden (die Anm. S. II 
genügt nicht). Ferner müßte der Schluß des nach Darboux geführten 
Beweises, daß harmonisch aufeinander bezogene Gebilde I. Stufe projektiv 
sind, der gerade die meiste Schwierigkeit bietet, etwas ausführlicher gehalten 
sein (S. 174—193). 

Nach Untersuchungen über die kollineare und reziproke Verwandtschaft 
folgt die affine Geometrie in der Ebene. Ist g u deren uneigentliche Gerade, 
so stellt das spezielle DV 

(ffffyPQ) = (ff, PQ ) = (PQ, ff) 

— das AV der Geraden g in bezug auf die Punkte P und Q — eine 
charakteristische absolute Invariante der affinen Gruppe vor. Auch das Ver- 
hältnis paralleler Strecken und das Flächenverhältnis sind solche Invarianten. 
Naturgemäße Koordinaten sind hier diejenigen DV-Koordinaten, bei denen 
eine Fundamentalgerade mit der g u zusammenfällt: sie werden homogen 
als allgemeinste Hessesche Koordinaten, nicht homogen als allgemeinste 
Cartesische Punkt- und Plückersche Linienkoordinaten bezeichnet Ganz 
besonderes Interesse dürften in diesem Kapitel die Entwicklungen erwecken, 
die sich an die Einführung der Eichkurve des Cartesischen Koordinaten- 
systems : — einer reellen Ellipse — knüpfen, wobei wir auch den affinen Stamm- 
satz des Pythagoräischen Lehrsatzes kennen lernen (S. 194 — 226). 

Zeichnen wir die absoluten Punkte /, und I i der Ebene (das absolute 
Paar der Geraden g u ) aus, so erweitert sich die affine Geometrie um die 
'hnhogonalmetrik zur äquiformen ebenen Geometrie. Sind G u , G u , // u , I u 
die uneigentlichen Punkte der eigentlichen Geraden g, g, h, i, ist ferner 
? -1 -9, so wird das spezielle DV 

(G U GJI U Q = (ff, hi) = (hi, g) 

das RV der Geraden h und i in bezug auf die Gerade ff genannt. Es 
wird also hier (ähnlich wie im eigentlichen Büschel) nicht direkt das ab- 
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solute Paar benutzt, um durch das DY ( ghl t l t ) einen neuen, orthogonal- 
metrischen Begriff zu erlangen, weil die Zahl (ßh 7, /,) durch g und h allein 
nicht eindeutig bestimmt und für reelle g und U im allgemeinen imaginlir 
ist. Das AV und RV bilden zusammen ein charakteristisches System ab- 
soluter Invarianten der äquiformen Gruppe. Jeder abgeleitete äquiforme 
Begriff muß sich daher auf die Begriffe des AVes und RVes zurückführen 
lassen, ln äquiformen Feldern sind homologe Winkel kongruent; die Trans- 
formationen der äquiformen Gruppe führen mithin ihren Namen mit Recht. 
Naturgemäße Koordinaten sind hier die gleichseitig orthogonalen Parallel- 
koordinaten; die nicht homogenen Punkt koordinaten dieser Art sind identisch 
mit den rechtwinkligen Koordinaten. Die geometrische Bedeutung von Sinus 
und Cosinus wird in der äquiformen Geometrie gegeben, der auch die Begriffe 
des Lot- und Sinusverhältnisses (in bezug auf ein Speerepaar) angehören. 
Das DV eines Punkt-Geraden-Wurfes kann als Quotient zweier Lotverhält- 
nisse, das eines Strahlenwurfes als Quotient zweier Sinusverhältnisse dar- 
gestellt werden (S. 227 — 255). 

Der Rest des Buches bringt Anwendungen auf die Kurven II. Ord- 
nung und II. Klasse, deren allgemeine projektive Eigenschaften zuerst 
entwickelt werden (S. 256 — 274). 

Alsdann folgen rein algebraische Betrachtungen über reelle quadratische 
Formen von n Variabein, so das Trägheitsgesetz, ferner die Bestimmung des 
Ranges g(f) und der Signatur S (f) einer solchen Form f aus ihrer 
charakteristischen Reihe nach Frohen ius. Die Zahl n — g (f) heißt der 
Verschwindungsgrad n(A) der Detorminante A von f, der absolute 
Wert s(f) von S(f) die Signatur der Gleichung f — 0 oder auch die Signatur 
s (A) von A. Die numerischen Invarianten v (A) und s (A) der Form f reichen 
hin, um wie früher im Falle n — 2 die projektive Klassifikation der Elemente- 
paare, nun auch für »i — 3 diejenige der Kurven II. Ordnung oder II. Klasse 
vorzunehmen. Die nicht entarteten Kegelschnitte [e (A) = 0] zerfallen z. B. 
in imaginäre [s (A) = 3] und reelle [s(A) = 1] (S. 275 — 297). Bei der 
affinen Klassifikation dieser Kurven haben wir dann weiter die projektive 
Beschaffenheit des Punktepaares zu untersuchen, das die g u mit der Kurve 
II. Ordnung bezw. mit der zur Kurve II. Klasse adjungierten Kurve II. Ord- 
nung gemein hat. So ergibt sich aus zwei projektiven Klassifikationen die 
affine Klassifikatioti der Kurven II. Ordnung bezw. II. Klasse, wobei nur 
noch bei dem reellen Punktepaar auf einer eigentlichen Geraden und dem 
Doppelpunkte eine weitere Spaltung in das eigentliche und das eigentlich- 
uneigentliche Paar bezw. in den eigentlichen und uneigentlichen Doppel- 
punkt nötig ist. Dieses Einteilungsprinzip kommt in der Tabelle für die 
affinen Klassen der Kurven II. Ordnung besonders klar zum Ausdruck 
(S. 346 — 353). Bei der äquiformen Klassifikation wird endlich das projek- 
tive Verhalten des unendlich fernen Punktepaares eines Kegelschnittes zum 
absoluten Punktepaar 7, seiner Ebene in Betracht gezogen. So zerfallen 
bei der affinen Klassifikation die reellen, nicht entarteten Kegelschnitte in 
Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln; bei der äquiformen wird dann von 
den Ellipsen der Kreis als Ellipse, welche durch die Punkte 7, und 7, 
geht, und von den Hyperbeln die gleichseitige Hyperbel, deren uneigent- 
liche Punkte die Punkte 7, und 7, harmonisch trennen, orthogonalmetrisch 
ausgezeichnet (S. 418 — 422). 
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Die projektive Geometrie der Kegelschnitte befaßt sich des weiteren 
mit der Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt (KS). Was hierbei 
8.306 über die Poldreiecke in bezug auf einen KS gesagt wird, ist nicht 
ganz korrekt. Zunächst müssen natürlich daselbst unter 4 a) die Worte 
.hyperbolisch“ und „elliptisch“ vertauscht werden. Dann muß cs unter 4 b) 
beißen: „Nur eine Ecke und ihre Gegenseite sind reell; diese Elemente sind 
dann entweder hyperbolisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind 
konjugiert imaginär oder nicht konjugiert imaginär, oder aber diese Elemente 
sind elliptisch und die beiden imaginären Ecken (Seiten) sind nicht kon- 
jugiert imaginär.“ Nach dem eben und dem 1. c. unter 3 b) Gesagten kann 
man also aus dem elliptischen bezw. hyperbolischen Charakter der reellen 
Elemente eines beliebigen Poldreiecks nicht immer erkennen, ob sein KS 
imaginär oder reell ist (S. 298 — 311). 

Aus der Polarentheorie fließen in der affinen Geometrie der KSe die 
Begriffe „Mittelpunkt“ und „Durchmesser eines KS“, auch treten jetzt 
die Asymptoten eines KS auf. Als Eichkurve des Koordinatensystems 
wird hier auch die Hyperbel eingeführt und ein schon oben erwähnter Satz 
zum Pythagoräischen Lehrsatz der affinen Geometrie erweitert. Besonders 
hervorzubeben sind hier noch die affinen Verallgemeinerungen der Sätze 
über die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis (S. 353 — 386) 

In der äquiformen Geometrie der KSe werden die Hauptachsen sehr 
zweckmäßig als dasjenige Durchmesserpaar definiert, das sowohl das Asymp- 
totenpaar, als auch das von den Polaren der Kreispunkte 7,, / 2 gebildete 
Geradenpaar — das Paar der Kreispunktpolaren — harmonisch trennt. 
Die Transformation eines KSes auf den Mittelpunkt gehört in die affine, 
die auf die Hauptachsen in die äquiforme Geometrie der KSe. Die scharfe 
Trennung der Geometrien hat, wie man sieht, auch ihre Schattenseiten, 
indem eng zusammenhängende Dinge auseinandergerissen werden müssen 
(8. 422—450). 

Die drei verschiedenen Geometrien des KS-Bttschels und derKS-Sehar 
werden so ausführlich behandelt, daß es unmöglich ist, diesem Gegenstand 
auf beschränktem Raume auch nur einigermaßen gerecht zu werden. Wir 
wollen diese schönen Untersuchungen nur allgemein dahin charakterisieren, 
daß die Realitätsverhältnisse im weitgehendsten Maße Berücksichtigung finden, 
und daß die Einteilung der KS-Büschel und KS-Scharen in den verschiedenen 
Geometrien systematisch und vollständig durchgeführt wird. Unter den 
orthogonalmetrisch ausgezeichneten KS-Scharen ist die konfokale Schar 
die wichtigste. Auä den allgemeinen projektiven Eigenschaften der KS- 
Scharen werden die wichtigsten Eigenschaften der konfokalen Schar, die 
früher teilweise direkt entwickelt worden waren (S. 451 — 470), systematisch 
abgeleitet (S. 312—345; S. 387—417; S. 471—501). 

Den Schluß des I. Bandes bildet ein kurzer, leichtfaßlicher Anluinri 
über Dtterminanten aus der Feder des Herrn Heffter (S. 502 — 517). *) 

Möge es dem Ref. gelungen sein, dem Leser einen hinreichend tiefen 
Einblick in das Buch gegeben zu haben, um ihn zu einem eingehenden 



1) Druckfehler: S. 91, Klammer: =0 statt +0; S. 224, Z. 11 v. u.: g — 3 
itatt p = ) ; S. 229, (6) letzte Klammer: C'j statt G' ; S. 349, vor der größten Klammer: 
J=-0. 

12 * 
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Studium des schönen Werkes zu veranlassen, eines Werkes, das mit dazu 
geeignet erscheint, den Lehrbüchern der analytischen Geometrie in Zukunft 
ein ganz neues Gepräge aufzudrücken , wobei es für den Kundigen * von 
besonderem Interesse sein wird, ob und in welcher Weise sich die gelegent- 
lich geäußerten prinzipiellen und pädagogischen Bedenken beseitigen lassen 
werden. 

Osthofen ( Rheinhessen). P. Mutii. 



M. Simon. Über die Entwicklung der Elementargeometrie im 
XIX. Jahrhundert. Bericht erstattet der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung. VIII, 278 S. Mit28Fig. gr. 8°. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Eine große Vorarbeit für die Geschichte der Elementargeomctrie im 
19. Jahrhundert ist in dem vorliegenden Buche geleistet. Ursprünglich 
war das Werk für dio Enzyklopädie geschrieben; die gewählte äußere 
Form, der stark gedrungene Stil, dann die Schwierigkeit, das riesige Zitaten- 
material auf Grund der Zettelsammlung bibliographisch treu zu revidieren, 
nicht zuletzt wohl auch der Umfang, auf den die Sammlung angewachsen 
war, schienen dem Rahmen der Enzyklopädie nicht zu entsprechen und 
veranlaßten eine gesonderte Herausgabe. M. Simon hat mit ausdauerndem 
Fleiße die Literatur des 19. Jahrhunderts, soweit sie die auf den höheren 
Lehranstalten gepflegte Elementargeometrie betrifft, gesichtet und in scharf 
gegliederter Disposition zusammengestellt. In Betracht gezogen ist nicht 
nur die deutsche Literatur, wenn sie auch bevorzugt erscheint, sondern auch 
die ausländische; bei dem umfangreichen Kapitel „Lehrbücher, Aufgaben- 
sammlungen“ ist geradezu eine Untergruppierung nach Nationen vorgenommen. 
Das Jahr 1900 ist streng als Grenze festgehalten; nur wenige Notizen, die 
dem Verfasser gelegentlich aufstießen, führen weiter. Im allgemeinen Teil 
rechtfertigt Simon die gewählte Stoffumgrenzung, charakterisiert in kurzen 
Zügen den von der Geometrie im 19. Jahrhundert eingeschlagenen Ent- 
wicklungsgang und behandelt die Geschichtsforschung auf dem Gebiete der 
Mathematik während dieses Zeitraumes, dann die Methodik und die Lehr- 
mittel. Der spezielle Teil umfaßt neun dem Umfange nach recht ungleich- 
artige Abschnitte: Parallelentheoric, Kreis, Flächeninhalt, Dreiecke, Polygone, 
allgemeine ebene Konfigurationen, allgemeine räumliche Beziehungen, beson- 
dere räumliche Beziehungen, Trigonometrie. Sämtliche Abschnitte sind 
wieder mehrfach weiter gegliedert; so werden beim Kreis 7 Unterabteilungen 
aufgestellt: Quadratur des Zirkels, reguläre Polygone und Kreisteilung, 
Trisektion des Winkels, verschiedene Kreissätze, Inversion, Taktionsproblem, 
Schließungsproblem; bei der ersten Unterabteilung „Quadratur des Zirkels“ 
z. B. finden sich nach einleitenden Bemerkungen die Untergruppen: a) zu- 
sammenfassende und geschichtliche Werke, b) Quadraturen, c) Näherungs- 
konstruktionen, dj Bogen, e) Numerische Berechnung von n, f) rc durch 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, g) Methode des Archimedes, h) Methode der 
Isoperimetrie, i) Lunulae Hippocratis. — Den größten Teil des Buches be- 
ansprucht die Titelsammlung; vielfach sind den angeführten Schriften kleine 
referierende oder kritisierende Bemerkungen beigegeben. Die zusammen- 
fassenden Lbersichten sind sehr aphoristisch gehalten, zum Teil in stark 
subjektiver Färbung. 
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Die Literaturangaben sind äußerst reichhaltig und in den Einzel- 
titeln zumeist wohl auch genau genug, um jedem, der sich über ein 
bestimmtes Gebiet Auskunft holen will, das nötige Material an die Hand 
zu geben. Die Geschichte der Mathematik zu bearbeiten, wird um so 
schwieriger, je weiter sich der Forscher der Neuzeit nähert. Der in Aus- 
sicht gestellte vierte Band zu Cantors Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik wird nur durch die Mitarbeit eines ganzen Stabes von Gelehrten 
möglich. Die Bearbeitung selbst spezieller Gebiete aus dem 19. Jahrhundert 
kann eines Mannes Schulter nicht mehr tragen. Um so mehr ist die 
Leistungskraft Simons anzuerkennen, der für ein durchaus nicht kleines 
Gebiet wie die Elementargeometrie dem Geschichtsforscher das Material vor- 
zubereiten und die Wege zu ebenen versucht hat. 

Berlin. J. Tropfke. 



Yonderlillll. Parallelperspektive. Rechtwinklige und schiefwinklige 
Axonometrie. 112 S. Mit 121 Fig. Sammlung Göschen. Leipzig, Göschen. 
M 0,80. 

In den beiden ersten Abschnitten wird mit Benutzung des Grund- und 
Aufrisses eines Körpers die Entstehung und Herstellung seines axonometrischen 
Bildes für die verschiedenen Projektionsarten angegeben; im dritten folgen 
Aufgaben über Lagen- und Maßbeziehungen unabhängig von der orthogonalen 
Projektion, und schließlich werden die Schattenkonstruktionen besprochen. Die 
Darstellung ist klar und einfach, und viele Figuren erleichtern das Verständnis. 

Berlin. P. Schafheitmn. 

Elsässer. Leitfaden der Stereometrie. Mit 61 Fig. Stuttgart 1906, 
Grub. geb. M 1,50. 

Mit Rücksicht auf die Lehrpläne von 1901 zerfällt der Leitfaden in 
zwei Teile; der erste propädeutische gibt die Beschreibung, Abwicklung und 
Inhaltsformeln der einfachsten Körper, der zweit« die systematische Be- 
gründung der stereometrischen Hauptsätze. 

Aus dem ersten Teile hätte der Satz des Cavalieri ganz wegbleibcn 
können, oder er hätte ohne einen Beweisversuch angegeben werden sollen, 
dagegen hätte im zweiten Teile eine strengere Begründung der Inhaltsformel 
für Pyramiden angegeben werden müssen. 

Die Ableitung der Hauptformeln der Stereometrie bewegt sich in den 
üblichen Gleisen, die nicht immer die einfachsten Beweise liefern. So sind 
die Beweise für den Hauptsatz über das Lot auf einer Ebene (8 12. 1) 
und für den Neigungswinkel einer schrägen Geraden lg 15. 4) recht schwer- 
fällig. 

Die Figuren in einem stereometrischen Lehrhuche müssen mit besonderer 
Sorgfalt hergestellt werden, um bei den Schülern einen räumlichen Eindruck 
zu erwecken. Hier sind bei der Mehrzahl der Figuren alle Ebenen durch- 
sichtig behandelt, d. h. die verdeckt gelegenen Kauten etc. sind ebenso 
gezeichnet wie die vorn gelegenen; meiner Meinung nach erschwert dies 
den räumlichen Eindruck ganz erbeblich. Besonders unangenehm aber berührt 
M, daß von dieser Methode an einzelnen Stellen abgewichen ist. Ho sind 
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gleich bei der ersten Figur die verdeckten Würfelkanten gestrichelt, die 
ebenso unsichtbaren Diagonalen und die Mittellinie dagegen sind ausgezogen 
gezeichnet; recht auffällig ist die verschiedene Art der Zeichnung bei den 
nebeneinander gelegenen Figuren 31 und 32. Auf eine gründliche Durch- 
arbeitung des figürlichen Teiles mufi bei einer neuen Auflage besonders ge- 
achtet werden. 

Berlin. P. Schafheitujj. 

W. Voigt. Thermodynamik. 2 Bände. 360 u. 370 S. Sammlung 
Schubert XXXIX u. XLVU1. Leipzig 1903 u. 1904, G. J. Göschen. 

Das vortreffliche Werk bietet in klarer, mathematischer Form und in 
steter Anlehnung an die Resultate der experimentellen Forschung eine vor- 
zügliche Einführung in das weite Gebiet der Thermodynamik. Zuerst 
werden die allgemeinen Grundlagen sowohl der Mechanik wie der reinen 
Wärmelehre, auf denen sieh die Thermodynamik aufbaut, in kurzer, präziser und 
höchst eleganter Form entwickelt. Sodann folgt die Thermodynamik für 
ideale Gase, wobei die Zustandsänderung sowohl als Funktion von Druck 
und Volumen, wie als Funktion von Entropie und Temperatur dargestellt und 
die Bedeutung beider Darstellungsarten klargelegt wird. Den Methoden zur 
experimentellen Bestimmung des Verhältnisses der spezifischen Wärmen, sowie 
den Anwendungen der für ideale Gase geltenden Gesetze auf kosmische 
Vorgänge ist je ein Abschnitt dieses Kapitels gewidmet, das Grundprinzip 
des Arbeits- und Kältemaschinen wird an dem Carnotschen Kreisprozeß 
entwickelt. Das dritte Kapitel „Thermodynamik für beliebige zweivariable 
Körper, insbesondere solche die unter allseitig gleichem Druck stehen“ 
beschäftigt sich mit dem zweiten Hauptsatze und seinen Anwendungen auf 
die wirklichen Gase, wobei u. a. das Prinzip der Lindeschen Kältemaschine 
erläutert wird, auf Flüssigkeiten und feste Körper, die unter allseitig gleichem 
Druck stehen und auf zylindrische feste Körper unter einseitigem Zuge. 
Ferner wird die W. Thomsonsche absolute Temperaturskala besprochen. 
Das Schlußkapitel des ersten Bandes behandelt die Thermodynamik von 
Körpern, deren Zustand von beliebig vielen Variablen abhängig ist, mit An- 
wendungen auf die Theorie der Elektrizität. 

Der zweite Band zerfällt in zwei Teile: Thenno-chemische und Thermo- 
elektrische Umsetzungen. In dem ersten Teil werden vom Standpunkt der 
Phasenlehre aus die Vorgänge der Verdampfung und Kondensation, des 
Schmelzens und Erstarrens, der Mischung und Lösung, der allgemeinen 
chemischen Umsetzung, ferner die Theorien der verdünnten Lösungen, der 
gewöhnlichen und der elektrolytischen Dissoziation thermodynamisch be- 
handelt. Es werden Anwendungen auf meteorologische Vorgänge und auf 
die Theorie der Dampf- Arbeits- und der Dampf-Kälte-Masehinen, sowie 
der Explosionsmaschinen gemacht. Der zweite Teil beschäftigt sich zunächst 
mit der Elektrostatik, besonders der mechanischen Arbeit bei der Elektri- 
sierung und bei der Erregung eines Dielektrikums, der Pyro- und Piezo-Elek- 
trizität und den analogen magnetischen Vorgängen. Sodann folgt die Thermo- 
dynamik des Galvanismus, insbesondere die Theorie der Stromwärme, des 
Thomson- und Peltier- Effekts und der galvanischen Elemente. Das dritte 
und letzte, als Anhang bezeichnete Kapitel, beschäftigt sich mit der Thermo- 
dynamik der Wärmestrahlung. Dieses, wie überhaupt der ganze letzte Teil, 
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([was aphoristisch gehaltene Kapitel, in welchem auch die neueren Arbeiten 
über die Strahlungsgesetze bis zum Jahre 1901 besprochen werden, enthält 
in seinem letzten Paragraphen einen interessanten Hinweis darauf, daß es 
nicht erlaubt ist, das Kirchhoffsche Gesetz auf eine einzige zirkular- 
polarisierte Schwingungsart allein anzuwenden, weil bei der Reflexion rechts 
zirkularpolarisiertes Licht in links zirkulares umgewandelt wird. 

Schon aus dieser kurzen Übersicht ist wohl erkennbar, wie reich der 
Inhalt dieses Buches ist. In der Tat führt es den Leser tief in die Materie 
hinein und bietet durch die gleich liebevolle und vollendete Behandlung der 
mathematischen Analyse, wie der Darstellung der Experimente und der An- 
wendungen auf allgemein wissenschaftliche und technische Probleme eine zwar 
nicht immer leichte, aber stets anregende und abwechslungsreiche Belehrung. 

Breslau. E. Prinosheim. 

J. (.'lassen. Theorie der Elektrizität und des Magnetismus. 2 Bände, 

184 u. 251 Seiten. Sammlung Schubert XLI u. XLH. Leipzig 1903 

u. 1904, G. J. Göschen. 

Auf verschiedenen Wegen können wir die steilen Höhen der Faraday- 
Maxwellschen Theorie erklimmen. Wer vermöchte zu entscheiden, welcher 
von ihnen der beste ist, und ob überhaupt einer von ihnen der beste ist? 
Das Urteil hängt von der Neigung und Begabung des Touristen und von 
der Tüchtigkeit und Geschicklichkeit des Führers ah. In jedem Falle müssen 
wir unserm Führer dankbar sein, wenn er mit sicheren Schritten voran- 
schreitet, die zum Ziel führende Richtung möglichst fest im Auge behält 
und uns auf dem Wege schöne und weite Blicke über das durchwanderte 
Gebiet gewährt. Und wir dürfen es ihm nicht allzu sehr verübeln, wenn 
er uns auch einmal über eine schwierige Stelle in kühnem Sprunge hinweg- 
trSgt, selbst wenn wir nachher nicht recht begreifen, wie wir auf den neu- 
gewonnenen Standpunkt gekommen sind. In diesem Sinne wird jeder, der 
sich durch das vorliegende Buch in die Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus einführen läßt, dem Verfasser aufrichtigen Dank zollen. 

Das Buch ist nach einem wohl durchdachten Plane angelegt in dem 
ersichtlichen Bestreben, alle an die alte Fern Wirkungstheorie erinnernden 
Rudimente abzustreifen. Zunächst wird eine kurze, vielleicht etwas zu 
abstrakte Übersicht über die Grund versuche der Elektrostatik gegeben, aus 
denen zwei einfache Methoden zur experimentellen Bestimmung der funda- 
mentalen Eigenschaften des elektrischen Feldes folgen. So werden die 
Begriffe der Niveauflächen, Induktionslinien und Induktionsröhren eingeführt 
and sodann aus der Analogie mit einer strömenden Flüssigkeit die mathe- 
matischen Grundgleichungen der Elektrostatik in physikalischer Anschau- 
lichkeit gewonnen. Die sehr bescheidene Anwendung einiger weniger Begriffe 
der Vektoranalysis wird selbst demjenigen das Verständnis erleichtern, dem 
diese Begriffe zum ersten Male entgegentreten sollten. Die zunächst hypo- 
thetisch eingeführte Zulässigkeit des hydrodynamischen Bildes wird durch 
den Vergleich der theoretisch gewonnenen Resultate mit der Erfahrung ge- 
stützt. Die so gefestigte Theorie findet dann auf die zuerst besprochenen 
hrundversuche und auf die wichtigsten elektrostatischen Meßmethoden und 
Apparate lohnende Anwendung. Ganz im Sinne der oben hervorgehobenen 
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Grandtendenz des Werkes wird das Coulombsche Gesetz nicht zur Begründung 
der Theorie herangezogen, sondern erst aus ihr entwickelt. Dieser theo- 
retische Vorzug hätte sich aber auch wohl erreichen lassen, ohne daB es 
nötig gewesen wäre, bei der Grundlegung der Theorie statt der allgemein 
üblichen Coulombschen Methode zur Messung der elektrischen Kraft ein 
physikalisch sehr viel weniger anschauliches Verfahren zu Hilfe zu nehmen 
Der 2. Teil des 1. Bandes gibt die Elektrokinetik und behandelt die 
Theorie der stationären elektrischen Ströme, die elektrochemischen Vorgänge 
und die Thermoelektrizität. Auch hier ist die Analogie mit der Flüssigkeits- 
strömung sehr anschaulich durchgeführt. 

Der 2. Band bringt die Darstellung des Magnetismus und des Elektro- 
magnetismus. Wenn im allgemeinen auch diesem Bande die gleichen Vor- 
züge nachzurühmen sind, wie dem ersten, so ist doch die Darstellung der 
Grundbegriffe des Magnetismus nicht einwandfrei. Der Verf. macht zwar 
mit aller Schärfe darauf aufmerksam, daß es keinen wahren Magnetismus und 
keine magnetischen Leiter gibt, und daß daher ein fundamentaler Unter- 
schied zwischen der Elektrostatik und dem Magnetismus besteht, trotzdem 
aber führt er die magnetische Kraft und magnetische Induktion durch eine 
rein äußerliche Analogie mit den entsprechenden elektrischen Größen ein, 
und die physikalische Bedeutung dieser magnetischen Grundbegriffe gelangt 
nicht klar genug zur Anschauung. 

Sehr zu lohen ist die große Sorgfalt, mit welcher der Verf. überall 
sich bemüht die Hypothesen klar als solche zu kennzeichnen und auf ihre 
Erweiterungsfähigkeit und Erweiterungsbedürftigkeit hinzuweisen. 

Breslau. E. Pmnushf.di. 

Irving Fisher. Kurze Einleitung in die Differential- und Integral- 
rechnung. Aus der 3. englischen Auflage übersetzt von N. Pinkus. 
IV, 72 S. Mit 11 Fig. gr. 8. Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 1,80 Jl- 
Der durch seine Arbeiten über Anwendungen der Mathematik auf die 
Nationalökonomie bekannte Verfasser hat in erster Linie für seine Zuhörer 
einen kurzen Leitfaden der Infinitesimalrechnung geschrieben, der auch weiteren 
Kreisen von Nichtmathematikern, die durch Beruf oder Neigung zur Be- 
schäftigung mit höherer Mathematik veranlaßt werden, empfohlen werden 
kann. Natürlich wird man an ein derartiges Buch nicht die Forderung 
großer Strenge stellen; es entspricht in diesem Punkte ungefähr den früher 
so beliebten Lehrbüchern von Lübsen. Dafür zeigt es aber die frische und 
stets auf anschauliches Erfassen gerichtete Form der Darstellung, die einen 
Vorzug der populären englischen Literatur bildet. Die Auswahl und Be- 
schränkung des Stoßes ist im großen und ganzen zweckmäßig. Die etwas 
naive Bemerkung auf S. 61: „Abhandlungen über Integralrechnung pliegen 
sehr umfangreich zu sein 1 “, kann entbehrt werden, ebenso wie der merk- 
würdige Satz: „Eine absolut vollständige Tafel von Integralen gibt es nicht, 
da sehr viele Integrale bis jetzt noch nicht aufgelöst worden sind“. Statt 
desson wäre wohl eine Darstellung der mechanischen Quadratur am Platze 
gewesen. Die Übersetzung ist lesbar, wenn auch nicht frei von Anglizismen; 
auf jeden Fall aber hätten die englischen Maße, wie Fuß oder Meile, durch 
metrische Maße ersetzt werden sollen. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 



Digitized by Google 




Rezensionen. 



185 



Robert Frieke. Hauptsätze der Differential- und Integralrechnung 
als Leitfaden zum Gebrauch bei Vorlesungen. 4. Auflage. VII, 
218 S. Braunschweig 1905, Vieweg und Sohn. 

Die dritte Auflage dieses bekannten trefflichen Buches ist in Bd. VI., 
S. 325 dieser Zeitschrift besprochen worden. Die neue Auflage unter- 
scheidet sich von der voraufgehenden nur durch eine größere Reihe stilis- 
tischer Änderungen und durch einige sachliche Umgestaltungen in der Erklärung 
von Begriffen und der Anlage von Beweisen. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 

Oskar Nchlöniilch. Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis. 

Fünfte Auflage, bearbeitet von Dr. E. Naetsch. Erster Teil: Auf- 
gaben aus der Differentialrechnung. VIII, 372 S. Mit 85 Fig. gr. 8°. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Geb. 8 Jl. 

Schlömilchs Übungsbuch, das sich gleich den anderen Lehrbüchern 
dieses Verfassers bei vielen Generationen von Studierenden einer großen 
Beliebtheit erfreute, hat in Herrn Naetsch einen sorgfältigen Herausgeber 
gefunden, der treu bemüht war, dem Werke seine Eigenart zu erhalten. 
Er hat deshalb weder im Stoff noch in der Anordnung wesentliche Ände- 
rungen vorgenommen und seine eignen Zusätze auf wenige Einschaltungen 
beschränkt, von denen nur eine über Transformationen in der Ebene einen 
größeren Umfang besitzt. Fast möchte man wünschen, er hätte sich etwas 
weniger Zurückhaltung auferlegt, denn nach meiner Auffassung liegt in der 
Neigung des Verfassers zu speziellen und oft abseits führenden, wenn auch 
fast immer interessanten Entwicklungen eine gewisse Gefahr für jüngere 
Studenten, für die es doch in erster Linie bestimmt ist. So könnte die 
Einleitung über Grenzwerte von Funktionen sehr stark gekürzt, das Kapitel 
über Reiben mit übersprungenen Tennen ganz weggelassen werden: dafür 
würde man gern eine weitergehende Berücksichtigung der Anwendungen in 
Tausch nehmen, denn obwohl § 62 die L bersehrift trägt: „Geometrische 
und physikalische Aufgaben“, so findet man hier nur eine einzige sehr 
spezielle Aufgabe mit physikalischem Anstrich, nämlich über das Maximum 
der Flächenbeleuchtung, wenn die Lichtquelle sich auf einer vorgeschriebenen 
Bahn bewegt; sonstige Anwendungen, mit Ausnahme von geometrischen, 
sucht man im ganzen Buche vergebens. 

Straßburg i. E. Paul Epstein. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

182. Welche Kurve wird durch die beiden Gleichungen dargestellt: 

x = ir cos* io cos 2ra y = 4r sin s e> sin 2 w? 

Welches ist die geometrische Bedeutung des Parameters e>? 

Speyer. H. Wieleitner. 

183. a) Zwei Kreise mit den Mittelpunkten 0 und 0' haben, auf 00' 
gemessen, die Durchmesser AB = 2iJ, A' B' = 2 r; A' 0 sei gleich a. 
Man ziehe durch A' irgend einen Strahl, der die Kreise bez. in Q,Q' schneidet, 
und mache A'P — A' Q — A'Q\ so beschreibt P im allgemeinen eine bizir- 
kulare Quartik mit Doppelpunkt in A ' . Welche Beziehungen müssen zwischen 
B, r und a bestehen, damit die erzeugte Kurve 1) eine Pascalsche Schnecke, 
2) eine Bemoullische Lemniskatc sei? 

b) Wenn sich die beiden Kreise in B ( = B') berühren, so entsteht in A' 
offenbar eine Spitze (vgl. Aufgabe 154 in Bd. 10, 328). Man drücke die 
Fläche der so entstandenen Kurve durch B und r aus und zwar 1) bei äußerer 
Berührung (bimförmiger Typus), 2) bei innerer Berührung (KardioideDtypus). 

Speyer. H. Wiei.eitner. 

184. Als Transversale eines Polardreieckes hat jede Tangente eines 
Kegelschnittes einen harmonisch zugeordneten Punkt. Wie lautet die Orts- 
gleichung dieses Punktes? Wie findet man in ihm die jedesmalige Tangente 
der zurückgelegten Kurve ? 

Holzminden. G. Kober. 

185. Es sei OA—^OB und <_AOB— 90°. Betrachtet man alle 
durch B laufenden Hyperbeln, die OA in 0 berühren und die Eigenschaft 
haben, daß eine ihrer Asymptoten durch A geht, so schneidet jede den 
Umkreis des Dreiecks A OB außer in 0 und B noch in zwei Punkten V 
und V. Es soll rein geometrisch bewiesen werden, daß die durch 0 zu 
den Asymptoten gezogenen Parallelen die Gerade U V stets in zwei Punkten 
treffen, die auf dem Kreise über dem Durchmesser OA liegen. Dieser Kreis 
ist also der geometrische Ort für die Schnittpunkte sämtlicher Geraden W 
mit den durch 0 zu den Asymptoten der Hyperbelschar gezogenen Parallelen. 

Breslau. 0. Gutsche. 
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B. Lösungen. 

Zu 157 (Bd. X, S. 328 ) (0. Meißner). — Man trägt auf den Seiten 
des Dreieckes ABC von A aus auf AB bis D, von B aus auf B C bis E, 
von C aus auf CA bis F die gleiche Strecke p ab; wie ist p zu wählen, 
damit A DEF = \AABC wird? 

Erste Lösung. — Wenn A DEF = -jA ABC ist, so ist auch 
AADF + ABED + ACFE = ±AABC. 

Nun ist 

AADF = \p(b — p) sin «, AABC «- | bc sin u , 

AB ED \p(c — p) sin |3 = -jP (c — p)~ sin a, 



ACFE — \p(a — p) sin y *■ A P (a — p) sin a. 

Also ist p zu bestimmen, aus der Gleichung 

b c 

^p (6 — p) sin a + \ P ( c — p) sin « + -j p (a — p) sin a — & c s ' n a > 
woraus ap(b — p) + bp (c — p) -f cp (a — p) = } abc, 

(a+6+c)p* — (ab + 6c + ca)p + \ abc = 0, 

ab -f- 6e + ca + p'a’ö* fc'e* -f- c’a’ 

— 2 (a -|- 6 c) 

Es existieren also zwei Werte für die Strecke p. 

Berlin. stud. math. Alfred Baruch. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. Werner Gaedecke 
(Berlin) eingelaufen 



Zweite Lösung. — Wie ist p zu wählen, damit A DEF— * AABC ? 

— Nach dem bekannten Satze, daß die Flächeninhalte zweier Dreiecke mit 
einem gemeinschaftlichen Winkel sich wie die Produkte der diesen Winkel 
bildenden Seiten verhalten, ergibt sich aus der Gleichung: 

AADF AJBED J CFE _ l 
J ABC + AABC + AABC~ = ’ 1 n 

die folgende: 

P (b - p) , p (c — p) , P(a— P) _ »— 1 

bc ca ab n ’ 

hieraus folgt: 

(hc + ca-boh)» + y'ifc , e’-l-e I a , -i- a'b 1 ) n* — 2 n(n — 2 o6c(o + b + e) 
P ” 2tna + 6 + c) 



Der größte Wert, den n annehmen kann, ist: 

4 a bc (a -(- b -j- c) 

n — 2 abc(a -(- ft -f- c) — ( b’c 1 c’a* -(- a’6*)’ 



in diesem Falle ist: 



bc + ca -f ab 
P ~ 2(« + b + c) 



und das eingeschriebene Dreieck ist am kleinsten. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 
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Eine Lösung, die im wesentlichen mit der Lösung des Herrn Baruch 
übereinstimmt, ist noch von Herrn W. Stegemann (Prenzlau) eingelaufen, 
der für n = 2 den Abschnitt p in die Form bringt 

A / 1 1 1 yb'c' -f- c’a* -f- a'ö’t 

^ *”* a -f- b -f c \sin « ' sin ß ' sin y 2 J )' 

wo a, ß, y die Dreieckswinkel bedeuten, und dann fortfährt: „Bezeichnet man 
mit p den Inkreisradius und mit ta den Brocardschen Winkel des Dreiecks 
ABC, so ist 

a f , yb , c* 4- c ! f<’ -b «'f>* i 

a + !> + c 2 Un 2J sinw’ 

also erhält man 

_ ? / l . i , l i\ 

^ 2 \sin a sin ß sin y sin oi / 



Nimmt man bei dem letzten Gliede in der Klammer das negative Vor- 
zeichen, so erhält man immer einen brauchbaren Wert von p. Nimmt man 
aber das positive Vorzeichen, so wird, wenn c die kleinste Dreiecksseite ist, 
p = c für c — Y^ab; dann fällt Punkt D mit B zusammen. Für c > /Ja b 
wird p < c, und für c < j/i a b wird p > c. Dieser letzte Wert ist 
unbrauchbar; das positive Vorzeichen ist also nur dann anwendbar, wenn 
c ^ Y{ab ist.“ 

Ähnliche Lösungen von den Herren C. Hoffmann (Schorndorf, Württem- 
berg), H. Egerer (Frankfurt a. M.) und Herrn stud. math. A. Wieferich 
(Münster i. W.). Red. 



Zu 158 (Bd. X, 328) (0. Meißner). — Auf den Seiten des Drei- 
ecks ABC sollen drei Punkte A, B, B so bestimmt werden, daß durch die 
Linien AB, AB, Br das Dreieck ABC in vier inhaltsgleiche Dreiecke 
zerfällt. — 

Bezeichnen a, b, c, a, ß, y die Seiten und Winkel des Dreiecks ABC, 
a, b', c die Strecken AB, BA, CB, so wird verlangt 

A ABB = ABAB = ACBA — -JA.4BC. 

Nun ist aber 

A ABB = je' (b — b') sin a, AH AB = |<i” (c — c') sin ß , 

A CBA = J b'(n — n') sin y, 

A ABC = \bc sin « ■= 1 co sin ß •= -J-a6 sin y. 



Demnach bestehen die Beziehungen 

' c' (b — b') sin a = jfbc sin a , 
ya'(c — c”) sin ß = Jca sin ß , 

J b\a — a') sin y — J ab sin y 

oder 

r’ (b — b')=\br, n'(c — e') — -jca, b' (a — — 
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woraus sich ergeben 

a 



a 
2 ’ 



i' - 



b 

s’ 



e 




Die Punkte A, ß, F sind also die Mitten von BC, CA, AB. 

Berlin. stud. math. Alfred Baruch. 



Eine ähnliche Lösung noch von den Herren stud. math. A. Wieferich 
(Münster i. W.) und W. Gaedecke. Red. 



Zu 1Ö2 (Bd. XI. 129) (P. Schafheitlin). Steht in einem gewöhn- 
lichen oder überschlagenen Trapeze der eine Schenkel auf den Grundseiten 
senkrecht, und beschreibt man um beide Schenkel als Durchmesser Kreise, 
so bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln wieder ein 
Trapez, in dem der eine Schenkel auf den Grundseiten senkrecht steht. — 
Erste Lösung: Ich fasse den Satz all- 
gemeiner: Beschreibt man in einem beliebigen 
Trapez AB CD um beide Schenkel als 
Durchmesser Kreise, so bilden ihre zwei 
Paare Schnittpunkte mit den Gegenschenkeln 
wieder ein Trapez EFGH , dessen Winkel 
mit den Winkeln des ursprünglichen Trapezes 
gleich sind, so daß (s. Fig.) 

<£ B =• < .F, 

Betreis: Man fällt von der Mitte jedes 
Trapezschenkels ein Lot auf den andern Schen- 
kel und zwar MM.LBC und A T JV' _L AD. 

Da sich diese Lote wie die Trapezschenkel verhalten, diese aber wie die 
Kreisradien, so hat man die Proportion MM' : NN' = MH : NG oder 

MAT NN' 

MH ” NG ' 




Daher ist -$C. MHM' =■ NGN', das Viereck MN HG ist also ein Sehnen- 
viereck: aus analogen Gründen ist auch das Viereck MNEF ein Sehnen- 
viereck. Es ist daher FEN = n — FMN =» <fc GMX — DA B 
oder A =• <jC E, und ebenso bei den übrigen Winkeln. 

Aussig (Böhmen). stud. math. J. Krug. 



Zweite Lösung: Ist in der Ebene eines Kreises auf einer Sekante, deren 
Schnittpunkte E und F sind, AB die Projektion eines Durchmessers DC und 
II G auf diesem die Projektion der Sehne EF, so soll HG Sehne desjenigen 
Kreises sein, dessen Durchmesser AB ist. Dm dieses zu beweisen, verbinde man 
nicht nur die Punkte A und B mit H und G, sondern auch D und C mit 
E und F\ dann läßt sich leicht zeigen, daß --C AH H = DEC und 
«-C AGB — DEC ist. Denn sowohl EH als auch FG teilt das Trapez 
ABCD in Kreisvierecke; infolge dessen ist das eine Mal EAH = EDH 
und <£ EBH — ECU, das andere Mal FAG = FDG und 
$.FBG = $LFCG, mithin auch ^CAHB - DEC und -^C. AG B £ FC 
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Im Fall des überschlagenen Trapezes ist jedesmal eines der beiden 
Kreis Vierecke , deren Gegenwinkel die benutzten Winkel sind, nicht über- 
schlagen: der eine dieser beiden Winkel ist also dann durch seinen Neben- 
winkel zu ersetzen. 

Holzminden. G. Kober. 

Eine ähnliche Lösung noch von Herrn Köstlin. Red. 

Dritte Lösung: In dem gegebenen Trapeze ABCD sei M die Mitte 
von AB, N die Mitte von CD , und man setze MA = r lt KD = r s . 

Man ziehe die Gerade MX, falle von D aus auf MX das Lot DJ, 
von M aus auf CD das Lot MO, von E aus auf MO das Lot EP. Dann 
folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke XDJ und XMO 

M 0 : MX — JD : XD = MA : XD = r t : r,. 

MO ist die Entfernung der Sehne GH des Kreises ( M , r,) vom Mittel- 
punkte M und MX die Entfernung der Sehne EF des Kreises (X, r,) 
vom Mittelpunkte X. Da sich diese Entfernungen wie die Radien verhalten, 
so haben die genannten Sehnen in den Kreisen ähnliche Lage und verhalten 
sich ebenfalls wie die Radien; dasselbe gilt von den halben Sehnen, und es 
verhält sich demnach 

HO : EM = : r r 

Ferner folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke DXJ und EMP 
EP : EM = JD : KD = r, : r„ 

und aus beiden Proportionen ergibt sich HO — EP. Nun sind nach Kon- 
struktion die Winkel HOP und EPO rechte Winkel, mithin ist Viereck 
EPOH ein Rechteck und HE _L G II. In gleicher Weise läßt sich zeigen, 
daß auch GF M GH, und damit ist der verlangte Beweis gegeben. 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Zu IH5 (Bd. XI, S. 129) (F. Schlegel). — Der Satz „Alle Ebenen, 
die aus zwei festen Kugeln Kreise von gleichem Radius ausschneiden, um- 
hüllen ein Rotationsparaboloid, das die Potenzebenen der beiden Kugeln 
zur Scheiteltangentialebene und die Mitte der Zentrale zum Hauptbrennpunkt 
hat“ ist eine Folgerung aus dem Satze der Aufgabe No. 145 (Beweis S. 149), 
der da besagt, daß eine Gerade g, die aus zwei festen Kreisen Sehnen von 
gleicher Länge ausschneidet, diejenige Parabel P umhüllt, deren Scheitel- 
tangente die Potenzlinie der beiden Kreise und deren Brennpunkt die Mitte 
der Zentrale ist. Läßt man nämlich diese ganze Figur um die Zentrale 
rotieren, so beschreiben die Kreise die beiden festen Kugeln und jede Gerade 
g einen Rotationskegel. Alle Tangentialebenen eines jeden dieser Rotations- 
kegel schneiden aus den beiden Kugeln Kreise von gleichem Radius aus 
und berühren zugleich das durch die Parabel P erzeugte Rotationsparaboloid, 
das mit dem im obigen Satze bezeichneten Rotationsparaboloid identisch ist 

Prenzlau. W. Strohmann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn C. Hoffmann in Schorndorf 
(Württemberg) eingesandt. Red. 



Digitized by Google 




Vermischte Mitteilungen 



191 



Zu 166 (Bd. XI, S. 130) (0. Meissner). — Gegeben ist eine reguläre 
Astroide mit dem Parameter a. Die auf den positiven Halbachsen liegenden 
Spitzen seien A und B. Um den Punkt P (x = y *= a) ist mit dem Radius 
a derjenige Viertelkreis beschrieben, dessen Endpunkte A und B sind. Ge- 
sucht wird die Maximalentfernung zwischen dem Kreisbogen AB und dem 
Astroidenbogen AB. 

Erste Lösung. — Zieht man von P aus einen Strahl, der den Kreis- 
bogen in Qi, den Astroidenbogen in Q^ trifft, so kann man die Strecke Q t Q t 
als die Entfernung der beiden Kurvenbogen für den Kreispunkt Q l bezeichnen. 
Es ist unmittelbar ersichtlich, daß bei dieser Definition das Maximum der 
Entfernung eintritt, wenn der von P ausgehende Strahl durch 0 geht. Trifft 
PO den Kreis in Ql, die Astroide in Ql, so ist die Strecke Ql Ql' oder 
±OQl^:OQl die gesuchte Maximalentfernung. Setzt man x = y in der 
Astroidengleichung xü -{- ß =» a$, so ergibt sich x —</ = -Ja)/'!; mithin ist 
0(lj-=»)/x* -f- y* >— |a. Ferner ist OQ' t = PO :p PQ, — a()/2 qp l). Also 

,. t „ . , _ f|a(3 — 2]/a)~ 0,086a 

ist die gesuchte Maximalentfernung Q, Q ; = | ^ 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn stud. math. J. Krug (Aussig) 
eingetroffen. Red. 

Zweite Lösung. — Die Gleichung der Astroide + y* = a* lautet in 
Polarkoordinaten: ' , 

I a * 

**• i — T~TJ~- 

cos 3 <p -j- sin 3 <p 

Aus den Symmetrieverhältnissen folgt, daß die größte Entfernung zwischen 
Kreisbogen und Astroidenbogen für <p = 45° eintritt, es ist dann cos <p =* 

sin tp — J Y‘2, folglich :r = ”. Für den entsprechenden Kreispunkt ist : r, = a(j/2 rp 1 ), 

folglich ist die Entfernung beider Punkte 4- r :p r. ^ " 

l(> / 2 + 0,5)o~l,914a 

Den Wert r — - für die Astroide kann man auch sofort angeben, wenn man 

sich auf die Erzeugung der Kurve als Envcloppe der Strecke a zwischen 
den Koordinatenaxen beruft. 

Schorndorf ( Württemberg). C. Hoffmakn. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn H. Wieleitner (Speyer) 
eingelaufen. Red. 



Zu 169 (Bd. XI, S. 131) (J. Krug). — Es ist ein beliebiger Kegel- 
schnitt mit dem Halbparameter und der numerischen Exzentrizität c ge- 
geben. Für den Scheitel S ist der Oskulationskreis konstruiert, dessen 
Radius p, dessen Mittelpunkt 0 ist, und der von der Hauptachse des 
Kegelschnittes zum zweiten Male in C getroffen wird. Von dem beliebigen 
Kegelschnittspunkte Q aus sind diejenigen beiden Kegelschnittssehnen QP 
und QR gezeichnet, die zugleich Tangenten des Kreises 0 sind und diesen 
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in A und B berühren. Zu beweisen ist, daß zwischen den Tangenten- 
abschnitten QA = QB *=> tq, PA = t F , HB = t R die Gleichung 

l 2 1 4s 

besteht. * f tQ 1r P 

Man nehme 0 als Anfangspunkt und OC als positive z -Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems. Dann ist die Gleichung des Kegelschnitts 

(I) (1 - i*)z* - 2 s V + p 5 - (1 + «*)p* - 0 . 

Es werde zunächst vorausgesetzt, daß A und B auf verschiedenen Seiten 
der x -Achse liegen, und inan setze <$C C'OA = tf, COB = if>. Dann 
ist die Gleichung der Tangent« QP 

(II) z cos tf> + y sin <p — p — 0 
und die der Tangente QB 

(III) x cos i/> — y sin if> — p = 0. 

Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes A mit z a , y n und die Koor- 
dinaten der andern Punkte entsprechend, so ist 

COS.jp, y a = psm<p-, 



P cos ip, y t 



p sin i(i. 



Ferner erhält man durch Verbindung der Gleichungen (II) und (III) mit (I) 

ein — e(X -f- cos tf) 



cos.? + tsintp 
P 1 — (ein 7 ’’ ! 'i 

coaqp — fein 9 

X -=*P t _L teinwi • y I 



P 

X, 



1 -f «sin cp ’ 
co8i ff -|- »sin ip 
1 — »sin i>> * 
cos i/' — «sin tp 



1 — «sin<p ’ 

»in 9 -f- «(1 -f- co»9) 

1 4- »sin 9 7 

aiuip — e (1 -|- coa t£) 



^ 1 -j- f sin ip 1 ^ 



1 — e sintp ’ 

- sin Ti* -f- * ( ! 4- cos i p) 

1 -f- f sin V 

Durch Gleichsetzung der beiden für x gefundenen Werte ergibt sich die 
zwischen den Größen f, cp, tp bestehende Beziehung 
cos qp -f- * B i Q <P f sin tp 

1 — »»in 9 1 — »sin 9 1 



woraus man tindet 



»in 2 (9 4~V0 



cos - (qp -f tp) -f cob * (9 — 9) 



‘>6 — tg 9 4- tg * tp. 



oder 

( IV ) 

Man erhält weiter 

p, - PA = V(x r - xj~+~ ( y p - y a )‘ - p 



(V) 



t„ — BB — Y(x r - zj‘ + {y r — y„)* 



*« = <U - V( x , - *«)* + (y,, - yj* - P 

“ QB = )/(*, - * 6 ) t + (j/.; - »,)* = p ^ 



f (l 4" co» 9) 
1 -f »sin 9 7 
c (1 -|- cos 9) 
1 — tsin9 9 
e (1 4" co» 9) 
sin 9 
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Hieraus folgt 

1 1 2sinijr 2 1 1 1 2sinii> 2 1 

PA~ QA “ p(l + cos 9) = p tg ¥ RB~QB = p(l + coaijö = p tg 2 ^ * 

1 1,1 1 8 /, 1 ,. 1 \ 

PA QA + RB QB~ p V tg 2 v + ** 8 V’ 

also mit Rücksicht auf (IV) 




Liegen die Funkte A und B auf derselben Seite der Abszissenachse, so 
ist einer der Winkel <p und ip als negativ anzusehen; im übrigen bleiben 
die vorstehenden Entwickelungen ungeändert. 

Aus den Gleichungen (V) ist ersichtlich, daß die Tangentenabschnitte 
l f und t R niemals unendlich oder negativ werden können. Dasselbe gilt 
auch für t # , wenn t < 1, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist. Ist c = 1, 
d. h. der Kegelschnitt eine Parabel, so wird unendlich in dem einen Falle 
- 90°; AOB ist dann eine Gerade, die zur Achse senkrecht ist, 
und es ist t f =• t R =■ ^ p. Für e > 1 , d. h. wenn der Kegelschnitt eine 
Hyperbel ist, wird l Q unendlich in den beiden Fällen sin <p = sin ig = 
Dann sind <p und ip Supplementwinkel, und AOB ist eine Gerade, die zu 

einer der beiden Asymptoten senkrecht ist. Wenn sin <p > -- ist, so ist 
1 * 
auch sin tp > — und tp ig > 180°; dann liegt Punkt Q auf dem andern 

Hyperbelast, und t ^ wird negativ. 

Prenzlau. W. Stegemann. 



Zusatz des Aufgabestellers: Nimmt man am Kegelschnitt mehrere 
Punkte Q 0 , Q t , Qi, Qa , • • • 50 an i daß di« Sehnen Q 0 Q V Q x Q t , Q,Q a , . . . 
den Oskulationskreis 0 berühren, und ist allgemein l, die Länge des Tan- 
gentenabschnittes von Q, bis zum Berührungspunkt am Kreise, so ist also: 



1 8 1 _ 4« 

h + f J ~ P 

und durch Subtraktion 



_ 2 1 4 f 

«, + t, ” p 



I_ S + 1_I = 0- 

L t ' t L 

l o l i l t 



allgemein gilt für alle ganzen n > 2: 
Aussig, 2. Dezember 1906. 






■ o. 



stud. math. J. Kkdo. 



Zu 171 (Bd. XI, S. 131) (H. Wieleitner). — Bin Rotationski ge! und 
eine gewöhnliche. Schraubenfläche, deren Achse mit der Kegelachse zusammen- 
fällt, schneiden einander in einer gewissen Raumkurve ; es soll bestimmt werden, 
welche Gestalt die Kurve bei Abwickelung des Kegels in eine Ebene annimmt. 

Archiv der Mathematik and Physik. HI. Reihe. XII. 13 
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Erste Lösung. — Die Kegelgleichung in Zylinderkoordinaten lautet: 
r = rtga, wo a der halbe Öffnungswinkel des Kegels ist, die Schrauben- 
fläche hat die Gleichung: z =■> atp. Beide Gleichungen zusammen geben die 
Schnittkurve. Die Elimination von z gibt die Projektion auf eine zur 
r- Achse senkrechte Ebene: r = o tg a ■ qp , also eine Archimedische Spirale. 
Um die Abwickelung zu erhalten, sei P ein Punkt der Kurve, dann ist, 
wenn 0 die Spitze des Kegels bedeutet: 

OP -=- (i 

' smo ’ 

ferner ist: AP = rq>, wenn AP der Bogen des Parallelkreises durch P im 
Winkelraum tp ist. Für die Abwickelung nimmt man 0 als Anfangspunkt. 
OA als Achse eines Polarkoordinatensystems p, ff; dann ist: 



AP r<p 

ff — — «= sin o ■ qp , 

9 9 



r a tg a ■ <p 
sin a sin a 



Die Elimination von <p ergibt endlich als Gleichung zwischen g und ff: 



■ . “ ff • ff, 

sin a cos a sin 2 a 



die Abwickelung ist also ebenfalls eine Archimedische Spirale. 

Das Resultat zeigt eine bemerkenswerte Übereinstimmung mit dem Fall 
der zylindrokonischen Helix, die man als Schnitt mit einem Zylinder erhält, 
dessen Basis eine logarithmische Spirale ist und deren Abwickelung wieder 
eine logarithmische Spirale ist. (E. Pascal, Repertorium der höheren 
Mathematik, Bd. 13, Leipzig 1902, S. 553. — Austührl. Literaturangaben 
bei G. Scheffers, Enz. math. Wiss. Bd. III 3, S. 251/2). 

Schorndorf (Württemberg). C. Hoffmans. 

Eine ähnliche Lösung hat Herr W. Stegemann (Prenzlau) geliefert. 

Red. 

Zweite Lösung. — Take the X-aiis for the common axis of cone and 
helicoidal surface; let the vertex of the cone be at the origin, and the half 
angle at the vertex be a. Then, using the cylindrical (semi-polar) Coordinates 
g and 0 as parameters, the cone is given by 

x = pcos0, y — usinÖ, r = pcota, 
and the helicoidal surface by 

x = pcos 0, y-=psin0, c — xd. 

Where tbese surfaces intersect 

(l) *0 = p cota, 

which defines a spiral of Archimedes in the XF- plane. 

Now introduce as parameters the radius-vector r=»pcoseca, and the 
angle <p, swept out on the slant-surface of the cone by the radius vector, 
and reckoned from the element along which the cone is to be slit. 

(iqp==sinarf0 or tp = C + 0 sin a. 

The slant-surface may be concoived as consisting of a sector of unlimited 
angle wrapped around itself. 
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Substituting <p and r for 6 and p in (1) we get 

sina^ — C) = r cosa, which is again 

a spiral of Archimedes when the cone is spread out. If we consider the 
cone as conaisting of merely a single sheet not wrapped around itself, we 
shall have, on spreading it out, a sector of angle 2 n sin u crossed by a set 
of spirals of Archimedes with poles at the centre, and cut by any radius- 
vector in points, each of which is separated from its ueighbour by a distance 
2jtx # 

. The radius-vector of any curve at the initial radius of the sector is 

co« a 

equal to the radius vector of the curve immediately within at the ter- 
minal radius of the sector. 

Washington. W. D. Lambert. 



2. Anfragen und Antworten. 

Zu 19 (Bd. Vm, S. 2*68; Bd. IX, S. 98) (0. Gutsche). — CollignoD 
hat 1891 folgenden Satz bewiesen: Wenn man über den Seiten eines Vier- 
ecks, dessen Diagonalen gleich lang sind und auf einander senkrecht stehen, 
nach außen Quadrate konstruiert, so bilden ihre Mitten die Ecken eines 
Vierecks derselben Art; die Ecken beider Vierecke haben denselben Schwer- 
punkt. 

Ich habe durch einfache elementar-geometrische Betrachtungen gefunden, 
daß auch die Flächen beider Vierecke denselben Schwerpunkt haben. Ist 
diese Erweiterung des Collignouschen Satzes und ein rein geometrischer, 
von Rechnung freier Beweis dafür schon bekannt? — 

Etwas Literatur und einige Beweisführungen von besonderem Charakter 
mögen wohl hier am Orte sein. 

1. Die ersten Kenntnisse über Zusammensetzung von Kräften finden 
oft Anwendung in der neueren Geometrie und liefern gleichsam anschauliche 
Beweise. Ich stelle hier mehrere Sätze zusammen, welche häufig gebraucht 
werden. 

a) Größe und Richtung der Schlußlinie eines Linienzuges 
sind unabhängig von der Reihenfolge der Komponenten. 

b) Sind zwei in derselben Ebene gelegene Linienzüge so be- 
schaffen, daß ihre Komponenten zu je zweien gleich und zu 
einander senkrecht sind, so sind auch ihre Schlußlinien gleich 
und zueinander senkrecht. 

Es versteht sich von selbst, daß die rechten Winkel zwischen ent- 
sprechenden Komponenten gleichen Sinnes sein müssen. 

Voriger Satz kann verallgemeinert werden, indem man ein konstantes 
'erhältnis und einen konstanten Winkel zwischen zwei entsprechenden Kom- 
ponenten voraussetzt. 

c) Die bekannte Konstruktion des Schwerpunktes 1 ) gibt unmittelbar 
folgenden Satz: 

1) Zur größeren Einfachheit spreche ich nur vom Schwerpunkte von Punkten 
gleicher Gewichte, obsebon man die Sätze c) und d) auch auf ungleiche Gewichte 
«usdehnen kann. 

IS* 
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Ist S der Schwerpunkt der Punkte A v Ag, . . . A n , und verschiebt 
man den Punkt A n nach B n , so erleidet S eine zu der Geraden 

■4 JB 

A„B n parallele Verschiebung, welche gleich ist. 

d) Wiederholte Anwendung dieses Satzes führt zum folgenden Theorem: 
Vorgelegt sind zwei Systeme von n Punkten (A 1 A t . . . A^), 

( B l B 1 ... B x ). Dann geht man vom Schwerpunkte S des ersten 
zum Schwerpunkte S' des andern über vermittels eines Linien- 
zuges SC 1 C t . . . C x _ l S', dessen Komponenten äquipollent 1 ) sind 

zu i n A l B l ,\A i B t \A m B x . 

e) Zwei Punktsysteme (-Aj-dj . . . .4,,), ( B 1 B i . . . !?„) haben einen 
gemeinsamen Schwerpunkt, wenn die Verbindungsgeraden A l B l , 
A 3 B t , ... A n B H äquipollent zu den Seiten eines geschlossenen 
Linienzuges sind. 

Die Umkehrung lautet: Wenn zwei Punktsysteme (-4,-4, . . . A % ), 
( Bi B t ... B x ) denselben Schwerpunkt haben, so sind die Strecken .4,5,, 
A 3 B„ A m B n äquipollent zu den Komponenten eines geschlossenen Linien- 
zuges. 



f) Teilt man die Seiten A l A i , A t A ) , . . ., A n _ t A x , A X A 1 eines 
Vielecks nach demselben Verhältnisse, so fällt der Schwerpunkt 
der Teilpunkte mit dem Schwerpunkt der Ecken zusammen. 

Diesen Satz, für das Dreieck, findet man schon in den CoU. math. von 
Pappus. 

g) Errichtet man über den Seiten eines ebenen Vielecks 
A 1 A j ...A n ähnliche und gleichwendige Dreiecke A 1 A t B 1 , AgA^B^ 
. . . A n _ l A„B n _ v A n A 1 B x , so haben die Spitzen B v B v . . . B n den- 
selben Schwerpunkt wie die Ecken des ursprünglichen Vielecks. 

Die Sätze f) und g) folgen unmittelbar aus e). Sie sind zuerst von 
Laisant 8 ) mit Hilfe der Äquipollenzenlehre aufgestellt worden. Ich habe 
sie auch ausgesprochen in der NouvtUe Correspondance mathrmatique, Bd. VI 
(1880), S. 474, ohne Laisants Untersuchungen zu kennen. 

2. Cber den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC mit den Seiten- 
mitten M a , M h , M e errichtet man nach außen die Quadrate BCC t B 11 CAA t C t , 
ABB i A l mit den Mittelpunkten I a , I b , I c . Diese Figur ist eine der 
interessantesten der Dreieckslehre. 

Nach dem Satze gl haben die Dreiecke -4,5,0,, A i B 1 C t , I a -f 6 / c den- 
selben Schwerpunkt wie ABC. 

Die Komponenten der beiden Linienzüge AM h M a I a , I,, M lß M c /. sind 
zu je zwei gleich und zueinander senkrecht; mithin sind auch die Schluß- 
linien AI a , I b I c gleich und rechtwinklig. Nennt man Pseudoquadrat ein 
Viereck, dessen Diagonalen gleich und rechtwinklig sind, so bietet die Figur 
drei Pseudoquadrate I a I b AI c , I b I a B I r , I a I c I h C. i ) 



1) Äquipollent ist synonym mit gleich, parallel und ron demselben Sinne. 
Zwei äquipollente Strecken haben dieselbe Bedeutung wie zwei gleiche Vektoren. 

2) A FAS, Havre, 1877, S. 142 — 154. A FA S ist die gebräuchliche Abkürzung 
für Association frangaise pour l’avancement des Sciences. Diese Vereinigung hält 
jedes Jahr eine Zusammenkunft in einer oder anderen Stadt Frankreichs und ver- 
öffentlicht ein Jahrbuch 

3) Diese Eigenschaft findet man (mit vielen anderen) in: AFAS, 1877, S. IDO 
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Die Linienzüge T < .M c M a , M a M t I i sind auch aus gleichen und zu- 
einander senkrechten Komponenten zusammengesetzt; hieraus folgt, daß die 
Seitenmitten des Dreiecks ABC die Mittelpunkte der nach innen auf den 
Seiten des Dreiecks 1 „I b I c errichteten Quadrate sind. 

Aus diesen Sätzen schließt man zwei Lösungen der Aufgabe, das 
Dreieck ABC aus dem Dreiecke / a / 6 / e geometrisch abzuleiten. Eine al- 
gebraische Lösung findet man in der erwähnten Abhandlung des Herrn 
Collignon. 

Die Vierecke ABC 3 C 1 ,BCA 3 A l ,CAB 3 B 1 sind ebenfalls Pseudoquadrate. 

3. Betrachten wir jetzt ein beliebiges ebenes Viereck A,A,A S A 4 . Die 
Mitten der Seiten A l A i , A t A 3 , A s A t , A i A t sollen B lt i#„ B s , 2f t heißen. 
Über diesen Seiten errichte man nach außen vier Quadrate mit den Zentren 
£„ Ej, E 3 , E t und nach innen vier Quadrate mit den Zentren T v Ir Ir '«• 
Die Diagonalen A l A ) , A„A t schneiden sich in K, und ihre Mitten werden 
mit M, AT bezeichnet. 

Wendet man den Satz b) auf die Linienzüge E l B l MB l E > , E t B t MB l E i 
an, so findet man, daß die Mittelpunkte der äußeren Quadrate die Ecken 
eines Pseudoquadrates sind. 1 ) Qleiches gilt für das Viereck I l I 3 I 3 I i . 

Nach Satz g) haben die Punktsysteme A l A i A a A i , E t E t E t E v I l I t I l I i 
denselben Schwerpunkt S. 

4. Das ursprüngliche Viereck sei jetzt ein Pseudoquadrat. Dann ist 
KA 1 E 1 A t ein Kreisvioreck und wegen' E l A 1 =■ E l A t ist die Gerade K E l 
die Halbierende des Winkels A 1 KA r Man sieht sofort, daß die Diagonalen 
A’j E v E 1 E i des Viereckes E 1 E 3 E 3 E i mit den Halbierenden der Diagonal- 
winkel des Viereckes A I A 3 A 3 A i zusammenfallen. 8 ) 

Nach einem Satze von Stoll 3 ) liegen der Diagonalenschnitt K des 
Vierecks, der Schwerpunkt S der Ecken und der Schwerpunkt S l der 
Fläche des Vierecks in einer Geraden, und KS = 3 SS 3 . Da die Punkte K 
und S dieselben sind in den beiden Pseudoquadraten A l A t A s A t , E i E J E i E v 
haben auch die Flächen dieser Vierecke denselben Schwerpunkt (Gutsche). 

Es drängt sich hier die Frage auf, ob dieser Satz auch für andere 
Vierecke A 1 A 3 A 3 A i gültig ist. Ich will also untersuchen, wann die Ge- 
rade E l E ) durch den Punkt K geht. Zu diesem Zwecke nenne ich o,, o, 
Oj, a t die Winkel KA t A a , A'A 1 A I , KA 3 A t , KA t A 3 . Die Abstände der 
Punkte Ei, E 3 von den Diagonalen A t A 3 , A 3 A t haben die Werte: 
E^sinfaj + 45°), A’jA,sin(a, 45°), E,A 3 sin(f/,+ 45 # ), J^A 4 sin(o 4 + 45°); 

(Laisant); FouvclU Corrapondanee mathtmatique , 1878, S. 40 (H. Van Anbei), 
und S. 143 (J. Neuberg); AFAS , 1891, S. 138 (Collignon), und 1893, S. 28 
(I. Neuberg). 

1) Laisant und H. Van Anbei, loc. cit. 

2) Collignon, loc cit. 

S) Hier ein einfacher Beweis des S toi Ischen Satzes; ist er neu? Ich nenne 
S fj, 3f„ 3f,, 3 fy 3 F die Flächen der Dreiecke KA , .4,, A' A, A, , KA, A t , KA t A , 
und des Vierecks A, A,*i,A t . Das Gewicht der Fläche A .1, .4, kann man er- 
letzen durch drei Gewichte f„ in A", A , . A, angebracht. Fährt man so fort, so 
bekommt man in K das Gewicht F, und in den Ecken A t , .4,. .4,, A, bezüglich 
die Gewichte f. + f } , f, -f f , , f. + f , , f, + f t - Es seien M’, N‘ die zu K sym- 
metrischen Punkte in bezug auf M, N. Da 

fx±f t A,K = vr 
f, + f,^KA, M A,' 
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das Verhältnis der beiden ersten muß gleich dem Verhältnisse der beiden letzten 
sein, und somit 

sin (o, 4- 45°) _ sin (o, -|- 45°) 
sin (o, 4~ 45*) sin (a 4 -)- *5°) 

Hieraus folgert man 

sin (a, 4- 45°) 4- sin (o, -(■ 15°) »in («t, -f- 45°) sin (a t + 46 a ; 

sin (er, 4- 45“) — »in («, + 45“) sin (a, 4- 46°) — sin (oq 4" 46°) 

oder einfacher 

tang 4 f g, 4~ “i + 90°) _ tang ) («, 4- a, 4- 90°) _ 

‘*ng 1 (a, — «,) tang 4 (cq — oq) 

Beachtet man, daß «1 4- «» — e 8 + «4 und behält nur die annehmbaren 
Lösungen zurück, so kann man setzen 

tg { (r<i 4- »j 4- 90°) = 00 , oder <*, — a s = « s — a t . 

Die erste Lösung gibt ein orihodiagonales Viereck, wie auch sofort aus dem 
obigen Beweise einleuchtet, da die Längen der Diagonalen A 1 A J , A t A { 
keine Rolle spielten. Die zweite Lösung, verbunden mit o, 4- «| = o s 4' °» 
führt zu cq =- «j, «j «=* cq: die Seiten A l A 1 , A s A t müssen parallel sein, 
welche Bedingung man direkt bestätigen kann. 

Hiernach ist der Satz des Herrn Gutsche wahr für jedes Viereck 
mit rechtwinkligen Diagonalen und für jedes Parallelogramm. 

5. Ist A 1 A i A s A t ein Pseudoquadrat, so fallen die Punkte J„ 7, in 
die Mitte der Strecke /q und die Punkte I s ,J t in die Mitte der Strecke £, F z l ) 
Erstens sind die Strecken J z B z , B l B z , B z l z gleich den Komponenten 
des Linienzuges MB t B i 3d und senkrecht zu diesen; somit fällt I s auf /,. 
Dann stehen in den Dreiecken I l A t E i , A J A 1 A 3 die Seiten /, A s und A l A tl 
A i l i und AfAf in demselben Verhältnisse 1 : y 2 und bilden untereinander 
denselben Winkel 45°; folglich ist J z E t gleich un d bildet mit A,A Z 

den Winkel 45°. Derselbe Schluß gilt auch für J z E t . 

Andere Lehrsätze und Aufgaben findet man in Mathesis; ich erwähne 
nur noch hier das folgende hübsche Theorem von H. Van Aubel (1894, 
S. 176 und 1896, S. 94). 

Errichtet man über den Seiten eines Pseudoquadrates A l A t A z A l 
vier ähnliche gleichwendige Dreiecke A l A t C i , A 3 A ! C t , A i A t C l , 
A t A t C t , so sind die Spitzen Cj, Cj, C s> C t die Ecken eines zweiten 
Pseudoquadrates. 

Der Gutschesche Satz ist noch wahr, wenn die Aufsatzdreiecke 
A l A i E i , ... ähnlich und rechtwinklig an der Spitze sind, welches auch 
das Verhältnis der Katheten sei. 

Lüttich, Mai 1905. J. Neubekg. 

können die Gewichte in ,4, nnd A a durch das Gewicht F in M ersetzt werden, 
ln ähnlicher Weise erhält man anstatt derJGewichte in A t und A t das Gewicht F 
in y. Schließlich ist der Schwerpunkt S , der Fläche des Viereckes auch der 
Schwerpunkt von gleichen Massen, in K, Al . N' angebracht. 

1) -1 FAS, Bcsancon. 1893, S. 81 (Keuberg). 
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Zu 30 (Bd.Xl, S. 278) (0. Gutsche). — Die Formel tgö=>tg° ^ tg* £ 

findet sich an mehreren Stellen, z. B. in J. H. van S winden, Elemente 
der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi, Jena 1834, S. 337, Nr. 824 
und in Lieber-v. Lühmann, Trigon. Aufgaben, 3. Aufl., Berlin 1889, S. 81. 
Charlottenburg P. Zühlke. 



3. Kleinere Notizen. 

Über einige zahlentheoretische Funktionen. 

1. Es bezeichne <j 0 (im) die Anzahl der Teiler von m: 



( 1 ) 



o(m) die Teilersumme selbst: 

( 2 ) 



: °(fl p ’’ ) = fl + 

'.» = 1 / * = 1 

selbst: 

/ * \ * _m t , + 1 , 

\ r = 1 / r m i 



t(m) die Summe der echten Teiler: 

(3) r(m) — 0 ( m ) — m t 

o,(i«) die Summe der Ä- Potenzen der Teiler: 

... . + 

(*) 






Es bedeute ferner a ~ 6, daß a höchstens von der Größenordnung von h 
unendlich wird. 

2. Es ist 



PT* T - 1 



also: 

( 1 ) 

Andrerseits ist offenbar: 



’f-n 

«(">) , TT P*_ 

m ^ I I p, — 1 



p. 



«(*) 

m 






p v -|- 1 Pv + 1 

Es sei nun 2 ^ p t < p t < - • • < p n , so ist: — < — - weil 

Pr Pr + 1 1 

Pr + 1 — P, 1 i folglich ist: 



( 2 .) 



o(m) 



>//,-. 
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Nun ist: 



lim 



7/1 

21-n/-, 



Le = 1 



0, 



wenn man gleichzeitig m ins Unendliche wachsen läßt und das Produkt über 
alle Primzahlen erstreckt. 

Da ferner 



lim 

m = ao 




-c. 



der Eulerschen Konstanten, ist, mit andern Worten, da die harmonische 
Reihe logarithmisch unendlich wird, so ist — für gewisse unendlich viele 
Werte von m beliebig großer Werte fähig, aber: 



( 3 ) 



1 < 



a(m) 
m log m 



<G, 



wo G eine von m unabhängige endliche Zahl ist. Ein Grenzwert existiert 
natürlich nicht, da für hinreichend große Primzahlen (deren es ja nach 

Euklides unendlich viele gibt) ° sich von 1 beliebig wenig unter- 
scheidet. Da lim = 0 , so folgt aus der Ungleichung (3) der Grenzwert: 

(4) lim ^ - 0. 

m = » 

Ebenso ist lim T — 0. Da aber für die in unendlicher Anzahl vor- 

m = « m 

handenen überschießenden Zahlen r(m) > m, also: d. h. größer 

als das Glied der harmonischen Reihe ist, so ist divergent, 

OB ac 774 — 1 

a fortiori ^ • Dagegen konvergiert für s =» 3, 4 usw. 

77i =* 1 m = 1 

3. Es werde gesetzt: t[t(»i)] = r[r (,, (m)] — T (s, (fn) usw. 

Ist r(m) «= m, so heißt bekanntlich m eine vollkommene Zahl; ist *<*!(») = m , 
so heißen m und r(m) befreundete Zahlen. Man kann nun fragen: 

1) Gibt es Zahlen für die rt‘d(nt) = m, falls f« 3? Solche Zahlen- 
systeme: m, r(m), . ,.r b* -I )(m) könnte man etwa als befreundete Zahlen 
höherer Ordnung bezeichnen. 

2) Führt die Wiederholung der Operation x stets nach einer endlichen 
Zahl n von Schritten auf prime, vollkommene oder befreundete Zahlen? 
Oder: gibt es eine, nicht von fi, vielleicht aber von m abhängige Zahl G 
von der Beschaffenheit, daß lim xbO( m ) <; G' ? 

fi tm OB 

3) Wächst die Zahl n mit wachsendem m auch ins Unendliche? 

4) Wächst G‘ mit m ins Unendliche? Dies ist sicher der Fall, wenn 
es beliebig große, d. h. wenn es unendlich viele vollkommene oder befreundete 
Zahlen gibt. 
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b) Die kleinste Zahl G unter allen (ganzzahligen) G\ die der erwähnten 
Ungleichung genügen, kann als zahlentheoretische Funktion G(rn) von m auf- 
gefaßt werden. Im allgemeinen ist, wenigstens für m < 200, & = 0, während 
für eine vollkommene Zahl G dieser gleich, für befreundete Zahlen G gleich 
der größeren ist. 

6. Es sei rb' + 1 >(m) > rl u) (»i) für ft N. Dabei ist unter T (0) (m) die 

Zahl m selbst zu verstehen. Auch N kann als zahlentheoretisohe Funktion 
von m aufgefaßt werden. Wächst X mit m ins Unendliche? Nein. Aber 
man kann fragen, ob N beliebig großer Werte fähig ist. Es könnte auch 
Zahlen m von der Beschaffenheit geben, daß tb* + 11 (m) > r t ">(m) für jedes 
endliche g wäre; dann wäre AT(m) = oo, folglich auch G(m) = oo. 

7. Welches ist überhaupt der Zusammenhang zwischen N und 5? 

4. Es ist log log m < log m und: 

lim = 0. 

m=»V m / 



Bei Anwendung der Bezeichnungen von Nr. 1 ist nach Nr. 2: 

(1) t(»i) ~ m log m , 

also ~ t(m log m) ~ »i log m log (m log m), i (S) (m) ~ m log s m, und 

allgemein: 

(2) rb‘)(m) ~ m log" m, 



daher: 

(3) 



lim 

m = « 



x M Jm) 

m 1 



= 0 



für ein beliebiges endliches, aber festes ft. Hieraus folgt auch die Kon 

vergenz von j— - . 

«1 = 1 * 



5. 



Es ist in üblicher Bezeichnung für komplexe s = SR(s) + : 




1 

i«' 



die Riemannsche Zetafunktion, wenn 9t(s)>l. In dieser Halbebene 
ist f(s) eindeutig und: 

m — SI’ 

m = 1 



Nach Nr. 2 


ist a(m) ~ »i log »i, folglich: 


(1) 


2V~‘-c 

m = l 


für s > 1 . 


Aus Nr. 4 folgt ferner: 


(2) 
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ß. Nach Nr. 1 ist: 



also: 

( 1 ) 



« t («0 = fj Ä '»’* 1 '- 1 

»>* UpXp*- *)’ 

V w) ^ tt y! 
m * 



-*• 4 P, 

C c 1 ' > 

Da nun das Produkt über alle Primzahlen: 



(p) m = 1 

für fc > 1 konvertiert, so ist der Quotient * , für fc 2 nicA/ beliebig 

m 

großer Werte fähig, sondern: 

( 2 ) 

oder: 



ff. (in) 

0< V< G * 



( 3 ) 



o t (m) ■ 



Das ist ein Unterschied gegenüber dem Falle fc 1, <j, = c. 

7. Zusammenfassung. — o 0 (m) ~ log m, o(m) ~ r(m) ~ »i log »i, 
~ ~ m log'* tu, a 1 (»n ~ »/(fc ^ 2). 

->2, 

IN B 1 

5 »3. 

IN ss 1 

^7 <r(m) 

> ‘ , ~f(s-fc-l), «>fc + l. 



Potsdam, den 15. Juni 1903. 



Otto Meissner. 



Zur Konstruktion der rier Normalen eines Kegelschnittes in einem 
Punkte setuer Ebene. 

Wenn man die Gleichung der Fußpunktkurvc eines Kegelschnittes für 
irgend einen Punkt der Ebene mit der Gleichung des Kegelschnittes kom- 
biniert, so erhält man als Ort der vier Berührungspunkte die Gleichung 
eines zweiten Kegelschnittes 

m o : nl p = P, : «■ 

In ihr bedeuten m (l und m die Neigungsverhältnisse der Fahrstrahlen 
im Mittelpunkte O und in dem Punkte JP; g a ist der Krümmungshalbmesser 
im Endpunkte der Halbachse OA = a. Auf jedem Durchmesser 0 X des 
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ersten Kegelschnittes ist demzufolge jeder Punkt des zweiten Kegelschnittes 
derjenige Punkt X, welcher in dem Normalstrahle PX der konjugierten 
Richtung liegt. Man hat also den Satz: 

Die Fußpunkte der vier Normalen eines Kegelschnittes in einem Punkte P 
der Ebene sind die Schnittpunkte einer gleichseitigen Hyperbel: diese Hyperbel 
ist der Ort desjenigen Punktes X, in welchem jeder Durchmesser OX von 
dm Normalstrahle PX der konjugierten Richtung geschnitten wird. 

Der Ort für einen solchen Punkt läßt sich aber auch unabhängig von 
der Fußpunktkurvc aus dem Kegelschnitte selbst, d. h. aus dem Polar- 
systeme, dessen Kern derselbe ist, sehr leicht synthetisch finden. Den 
Nachweis hat Schröter in einer Fußnote zu § 45 seiner „Theorie 
der Kegelschnitte“ (Leipzig 1867) geführt, doch allgemein nur für Ellipse 
nnd Hyperbel, so daß im Falle der Parabel die Konstruktion versagt und 
umgeändert werden muß; auch sind, dem Zwecke dieser Note entsprechend 
die Möglichkeiten, welche sich aus den verschiedenen Lagen des Punktes P 
zum Kegelschnitt und zu seiner Evolute ergeben, nicht in Betracht gezogen. 
Es liegt in der Natur der Sache, daß nur mit Hilfe der unendlich fernen 
Geraden das Nonnalenproblem erschöpfend behandelt werden kann; denn 
sie allein ist es, welche von sämtlichen Strahlen der Ebene und ihren 
Normalstrahlen involutorisch geschnitten wird, die also die einem Strahle 
normale Richtung als konjugierte Richtung enthält, ln diesem Sinne will 
ich jetzt die Synthesis der Aufgabe verallgemeinern und eine Determination 
derselben geben, welche dadurch an Interesse gewinnt, daß sie zu einer 
rein linearen. Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes für jeden Punkt 
des Kegelschnittes führt. 1 ) 

Die Strahlen OX und PX beschreiben projektive Strahlenbüschel; 
denn die dem Strahle 0 X konjugierte Richtung ist ihrem Normalstrahle PX 
konjugiert in dem unendlich fernen Schnitte sämtlicher Normalstrahlen- 
involutionen. Die konjugierten Richtungen, die diese Involution und die 
dem Kegelschnitte zugehörige Involution auf der unendlich fernen Geraden 
gemein haben, sind die Richtungen der Achsen des Kegelschnittes; diesen 
Lagen des Strahles OX sind also die entsprechenden Lagen des Strahles PX 
parallel. In der Lage 0 X = OP wird PX = PP, und durch PX = PO 
wird OX — 00. Der Ort des Schnittpunktes 

(OX, PX) - X 

ist also eine gleichseitige Hyperbel, welche die Punkte 0 und P enthält, 
und deren Asymptoten den Achsen des Kegelschnittes parallel sind. Sie 
ist es, die den Kegelschnitt viermal in einem Punkte 

(OX k , PX k ) = x t 

schneidet, ihm also diejenigen vier Punkte X k gibt, deren Strahlen PX k 
Normalstrahlen des Kegelschnittes sind. 

l'i Die übliche Konstruktion des Krümmungshalbmessers durch Darstellung 
»einer Länge ist keineswegs rein linear; denn sie bedarf entweder des rechten 
Winkels oder des Zirkels. Auch die auf die Steinersche Parabel gestützte 
Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes (vgl. Schröter a. a. 0. § 87) nimmt 
ein drehbares Achsenkreuz, mithin stillschweigend einen Kreis zuhilfe. 



Digitized by Google 




204 



Vermischte Mitteilungen. 



Als Normalen des Kegelschnittes sind die vier Strahlen PX k die 
Tangenten seiner Evolute im Punkte P ; von ihnen sind alle vier oder 
zwei reell, je nachdem P innerhalb oder außerhalb der Evolute, d. h. in 
einem Felde liegt, welches von allen oder nicht von allen Normalen be- 
strichen wird. Im Grenzfalle, wenn P ein Punkt der Evolute, d. h. ein 
Krümmungsmittelpunkt des Kegelschnittes ist, fallen jedesmal zwei von den 
Strahlen PX k zusammen. Der Ort des Punktes X berührt also in diesem 
Falle den Kegelschnitt und kann, wenn dieser Punkt und seine Tangente 
gegeben sind, zur Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes benutzt werden. 
Man braucht zu diesem Zwecke nur die Tangente in X dem Durchmesser 0 X 
und den Achsen in 0 die Parallelstrahlen in X entsprechend zu setzen 
und nun zu diesen drei Paaren entsprechender Strahlen den der Normale XP 
entsprechenden Durchmesser OP, d. h. in zwei entsprechenden Schnitten 
den dem Schnittpunkte der Normale entsprechenden Punkt zu suchen, dann 

ist der Schnittpunkt _ 

‘ (OP, XP) — P 



der Krümmungsmittelpunkt des Punktes X. Ist P ein Rückkehrpunkt der 
Evolute, d. h. der Krümmungsmittelpunkt eines Scheitels, so fallen drei 
von den vier Punkten X k in diesen Scheitel; der vierte Fußpunkt Ist der 
andere Scheitel auf OP. Der Ort für X zerfällt also in diesem Falle in 
die Achse OP und die Tangente des betreffenden Scheitels. Aus diesen 
beiden Richtungen und den Punkten 0 und A allein kann aber offenbar P 
nicht gefunden werden; zu seiner Konstruktion ist eine fünfte Lage des 
Punktes X, mithin die Drehung eines Rechten erforderlich. 

Ein anderer Punkt der einen oder anderen Achse hat zwei von seinen X t 
zwar auch auf dieser Achse, doch außerdem noch zwei reelle oder imaginäre 
Lagen des Punktes X auf dem Kegelschnitte, welche, weil jetzt der andere 
Teil des Ortes zwar auch eine Noxmale, aber keine Scheitelnormale von OP 
ist, zu den Achsen symmetrisch liegen. Aus den vier Punkten X k werden 
die vier Scheitel, wenn P in beiden Achsen liegt, d. h. mit 0 zusammen- 
fällt; der Ort für X zerfällt alsdann in beide Achsen, weil jede eine Lage 
von OX und PX ist. Ist P ein Punkt des Kegelschnittes, so ist eine der 
reellen Normalen gleich Null, weil einer der Punkte X k dann mit P zu- 
sammenfällt. Ist aber P ein Punkt in der unendlich fernen Geraden, d. b. 
nur eine Richtung, so ist der Ort sämtlicher Richtungen und der der 
Normalrichtung der gegebenen Richtung konjugierte Durchmesser der Ort 
für X. Von den unendlich fernen Loten abgesehen, gibt es also in jeder 
Richtung nur zwei Lote des Kegelschnittes; das sind die heiden Lote in 
den Endpunkten eines Durchmessers auf den Tangenten. Die Parabel hat 0 
in der unendlich fernen Geraden; bei ihr ist also jedesmal PO eine Normale. 
Beim Kreise bleibt PX stets parallel OX, der Ort für X zerfällt also bei 
ihm, auch wenn P nicht in der unendlich fernen Geraden liegt, in diese 
Gerade und OP. Ira Mittelpunkte wird OP » 00; in diesem Punkte des 
Kreises ist daher jedes OX ein PX, d. h. jeder Strahl ein Normalstrahl. 

Holzminden, 3. Dezember 1903. Geobo Kober. 
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Albert titrard und die Warlngsclie Formel. 

Die Auflösung der Newtonschen Formel zwischen den Koeffizienten 
einer algebraischen Gleichung A, A t A a , . . und den Potenzsummen ihrer 
Wurzeln e 1 s i s s ..., nämlich 

(1) + -“Vt-i + A i s k-t + ' • + — o 



mittels der Gleichung 

( 2 ) “ * 2 (” 



(r — 1)! 

(J! y! dl... 






wobei ußyä . . . sämtliche ganzzahligen nicht- negativen Auflösungen der 
Gleichung . 

« + 2/J + 3y + 4r) + k 

sind und für jede Auflösungsgruppe 

« + /? + 7 + d + -, ’ = r 

gesetzt ist, wurde solange immer auf Waring zurückgefilhrt, bis in einem 
Artikel des Herrn Vahlen in der „Encyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften“ (l. Bd. S. 451) Albert Girard durch die Bezeichnung der Gl. (2) 
als „Girardscher Formel“ zum Erfinder derselben erklärt wurde. Das kann 
aber nicht zugegeben werden. Waring schreibt in der Vorrede zu seinen 
Meditationes algebraicae 3. Auflage Cambridge 1782 auf S. VTII: „Albert 
Girard fand die Summe der Quadrate, Kuben, Biquadrate der Wurzeln einer 
Gleichung [aus den Koeffizienten], die [allgemeine] Regel gab Newton 1 ) . . ., 
er entwickelte aus den gefundenen Summen aller niedrigeren Potenzen der 
Wurzeln einer Gleichung die Summe der nächst höheren Potenzen. In der 
ersten Auflage dieses Werkes*) wird das Gesetz der Reihe [d. h. des Aus- 
drucks] angegeben, welche die genannte Summe durch die Koeffizienten 
der Gleichung darstellt“. Das hier von Waring Gesagte entspricht genau 
den Tatsachen. Die Summe der 1., 2., 3. und 4. Potenzen der Wurzeln 
der Gleichung 

*" — Cj.r" _1 + Cgi"-* — C a £"- S + C 4 x— 4 qp 0 

stellt A. Girard*) in folgender Art durch die Koeffizienten dar: 

(3 {*i - Cg, *, - C* - 2 C„ s, = C\ - 3 Cg C, + 3Cj, 

U 4 = C[ - 4 C*C a -)- 4 C,C 3 + 2C“ - 4 C 4 . 

Aber weder gibt er die Art ihrer Ableitung an, noch spricht er ein Wort 
über die Darstellung höherer Potenzsummen, noch legt er überhaupt Gewicht 
auf dieselben; im Gegenteil — diese Formeln (3) stellt er fast als ab- 
schreckendes Beispiel für den Mangel an Einfachheit auf. Girard betont 



1) Arithm. univers. 1707 S. 261. 

2) 1762, wie S. XI der Vorrede zur 3. Auflage angegeben wird. 

8) Invention nouvell een Valgebre , Amsterdam 162'.'. neu herausgeg. von Bierens 
de Haan, Leyden 18S4. Obige Gleichungen Seite F2. 
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^nämlich in ganz besonderer Weise die Gleichheit der Koeffizienten der 
„alternierend“ d. h. in der Form 

sc* + C,x"~ s + C t x"~ l H C,!*- 1 + C } x”~ 3 H 

geordneten Gleichung mit den Kombinationen 1., 2., 3-, . . . Klasse der Wurzeln 
der Gleichung, welche er als 1., 2., 3., . . . Faktion bezeichnet, und sagt vor der 
Aufstellung der Formeln (3): „Es könnte jemandem scheinen, daß die 
Faktionen [d. h. hier die Koeffizienten der Gleichung] noch anders ausdeutbar 
wären als oben, als ob anstatt zu sagen: Summe, Summe der Produkte zu 
zweien, Summe der Produkte zu dreien etc., man einfacher sagen könnte: 
Summe, Summe der Quadrate, Summe der Kuben, etc., es verhält sich aber 
nicht so, denn wenn mehrere Lösungen vorhanden sind, so wird ihre Summe 
den 1. Koeffizienten geben, die Summe der Produkte zu zweien den 2., etc., 
wie es schon genügend auseinander gesetzt ist; aber etwas derartiges findet 
bei den Potenzen, wie man ein werfen [erwarten? „objecter“) könnte, 
nicht statt. 

Exempel.“ 

Nun folgen die Formeln (3), sodann ein Beispiel und darauf: „welches 
die Gleichung auch sei, auch mit negativen Wurzeln, dies wird immer sich 
ergeben, wodurch man erkennt, daß diese Potenzen (Quadrate, Kuben etc.) 
nicht die Koeffizienten machen, sondern im Gegenteil die Koeffizienten 
machen sic: weit entfernt von der Einfachheit der Faktionen.“ 

Weiter enthält Girards Buch kein Wort über die Formel (3), während 
Waring die Gl. (2) vollständig beweist (a. a. O. S. 1 ff). Daher scheint 
es nur billig, dieselbe auch weiterhin als Waringsche Formel zu be- 
zeichnen. 

Schl ußbemir knng: Sei bei dieser Gelegenheit noch ein Wort über das 

Verhältnis zwischen Girard und seinem bedeutenden Vorgänger Vieta, 
dessen Schriften ersterer sehr wohl kannte, inbezug auf die algebraischen 
Gleichungen gestattet. Girard legt auf die Gleichheit der Faktionen mit 
den Koeffizienten der Gleichung so großes Gewicht, als ob die Entdeckung 
derselben von ihm selbst herrührte, das ist aber nicht der Fall, sondern sie 
stammt, wie schon Waring (S. II der zitierten Vorrede) angibt, und was 
von >1. Cantor ausführlicher erörtert wird (Gesch. d. Math. 2. Aufl. II. Bd. 
S. 639) von Franz Vieta und findet sich am Schluß seiner Abhandlung 
De emendatione aequationum (1615), und er hält sie für so bedeutsam, daß 
er sagt: „Und diese elegante Schlußfolgerung einer sehr schönen Betrachtung 
soll dieser in anderer Hinsicht reichlich ausgeführien Abhandlung (tractatui 
alioquin effuso) endlich Ziel und Abschluß (coronida) bringen“. 1 ) 

Aber Girard geht merklich über Vieta hinaus, indem er es (natürlich 
ohne Beweis) ausspricht (Seite E4, ff.): Alle algebraischen Gleichungen besitzen 
soriel Auflösungen , als ihr Grad betrögt, ausgenommen die iw rollständigen; 
diese letztere Einschränkung kann sich aber nur auf die reellen oder gar 
nur auf die positiven Auflösungen beziehen, welche die älteren Mathematiker 
mit Einschluß von Vieta allein als Auflösungen gelten ließen. Daß Girard 

lt M. Cantor fa. a O.) liest, ich weiß nicht nach welcher Ausgabe des t ieta, 
etwas anders und übersetzt demgemäß. 
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bei Hinzuziehung der negativen und unmöglichen Auflösungen von der 
Richtigkeit seiner Behauptung ohne Einschränkung überzeugt ist, zeigen die 
weiteren Ausführungen und Beispiele; eine Äfache Wurzel zählt er Amal. 
Dabei zeigt er aber noch, daß und wie bei Kenntnis einer Wurzel einer 
Gleichung der Grad derselben mit Hilfe der Faktionen uni eine Einheit er- 
niedrigt werden kann, wobei er unter anderen Gleichungen diese (Seite Fl): 

x 4 = 4x — 3 

mit den Wurzeln: 1 , 1 , — 1 -\~V — 2, — 1 — )/ — 2 als Beispiel benutzt. 
Diesem Umstande legt er mit Recht seine volle Bedeutung bei und zeigt, 
wie es ihm hierdurch öfters gelingt, die Auflösungen von Gleichungen durch 
Hinzufügung von Wurzeln zu vervollständigen, welche Stevin und Vieta 
ausgelassen hatten. 

Königsberg, April 1906. Louis Saalschütz. 
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